10.2 Distribuicdo Amostral da Média

Se amostras aleatorias de tamanho » forem tomadas de uma
populagio com média u e varidncia o, entdo a distribuigiio

amostral de X = lz X, tem as seguintes propriedades:

=1

Se o tamanho da amostra cresce, o desvio padriio da média amostral decresce.

3) Se a populagio original tem distribuigdo Normal, entdo X
também tem distribui¢io Normal:

2
= o
X N(u,o?) = XﬁN(H,T)

-
=




4) Teorema Central do Limite:
Se a populagdo original tem uma distribuig8o qualquer com média u e
varidncia ¢, para n “suficientemente grande” (na pratica, quando #>30),
entdo X tem distribuigdo aproximadamente Normal:
E(X)=p
Var(X) = c*

_a o-z
= XﬁN(/—l;-n—)

a
onde M significa aproximadamente distribuido

Exercicio. Faga um esbogo das distribuigSes de X ede X, assumindo que X tem distribuigdo normal

com média 40, varifincia 36 e que o tamanho de amosira foiigual a 9.



Exercicio: Produ¢do de Resina em Pinus elliottii

Seja X 8 ;')rodug:ﬁo anual de resina de 4rvores de Pinus elliottii. Suponha que X tem distribuigdo Normal
com média 2,3 kg e desvio padréo 0,7kg.

a) Faga um esbogo da distribuigio de X.

b) Calcule & proporggo esperada de arvores com produgfo maior do que 2,8 kg.

¢) Foi tomada uma amostra aleatéria de 16 arvores. Qual ¢ a probabilidade de que a producdo média
das 16 arvores amostradas seja maior que 2,8 kg?



d) Uma a,nr]ostra aleatoria de 49 arvores foi tomada. Qual é a probabilidade de que a produgdo média
das 49 arvores amostradas seja maior que 2,8 kg?

) Uma amostra aleatéria de 25 arvores foi tomada. Obter ¥ tal que:
o P(X<X)=0985
o P(X <¥)=0975



Exercicio. Visitantes num Parque
Uma proporgo de 37% dos visitantes d )
Ao e um parque favorecem a cobranga d
amostra aleatdria de 200 visitantes foi tomada. ga do taxas do enirada. Lima

a) Qual é o parfimetro? Qualéa estatistica?

lts) Qt;al a probabilidade que na amostra de 200 visitantes pelo menos 40% favorecam a cobranga de
axas

¢)Quala probabilidade que na amostra de 200 visitantes, a proporgéo dos que favorecem a cobranga de
taxas fique entre 35 € 39% ?

foi tomada. Qual a probabilidade de que pelo menos 50% dos

d) Uma nova amostra de 10 visitantes :
ranga de taxas 7 E valido utilizar o mesmo método utilizado em

visitantes na amostra favoregam a cob
(b) e (c) 7 Por que?

Qual método deveria ser utilizado neste caso para encontrar a probabilidade?



Exemplo 13. A Mortalidade de Arvores numa Floresta

Apés virios anos de acompanhamento de parcelas permanentes, uma Eng. Florestal
concluiu que, das drvores que morrem num fragmento florestal, 75% sio devido ao
abafamento da copa por cipds. No ano seguinte, ocorreu um periodo prolongado de intensa
seca e 30 drvores morreram durante o ano. das quais 24 mortes poderm ser atribuidas ao
efeito dos cipés. A Eng. Florestal afirma que a proporgac de adrvores que morreram devide
a0s cipés {p) foi maior neste ano de seca intensa do que nos anos anteriores.

a. Estabeleca Hgp e H,.
Ho: A proporgdo de grvores mortas por cipds no ano de seca intensa é igual a 75%.
H.: A proporgido de irvores mortas por cipés no ano de seca intensa é malor que
75%.

b. Estabeleca Hq e H, de forma quantitativa,
Hy:p=0.75
Hy:p> 075

¢. De acordo com a afirmacdo da Eng. Florestal, a hipotese nula foi rejeitada ou
aceita? Explique

d. Se o teste de hipétese utilizou o nivel de 5% de significancia, o valor-p foi maior ou
menor que 0.057 Explique.

e. Qual o tamanho de amostra utilizado para os resultados no ano de seca intensa?

Testando Hipdteses sobre a Proporgao de uma Populacao

Como a hipétese acima pode ser testada?

Como a taxa de mortalidade do dltimo ano (ano de seca intensa) foi baseada numa

amostra, o valor

24
0 x 100 = 80%

é uma estatistica da amostra e deve ser representado por . Nés sabemos que p varia de
amostra para amostra. Se a amostragem fosse repedita e outras 30 drvores mortas
observadas, nés provavelmente obterfamos um outro valor para 7.

Como ja foi visto, & distribuigao amostral de § tem as seguintes propriedades:



1. a média da distribuigao de P serd m
2 a varincia da distribuigio de 7 serd

pl—pl,
ThEL

3. a distribuigao de P serd aproximadamente Normal.

Com base nestas propriedades sabemos que 2 variavel aleatérias

_ p—p
V/p(1-Dp)/n

terd distribuicio aproximadamente Normal Padronizada, isto ¢, distribuigao Normal com
média 0 e desvio padrio 1,

A

Assumindo que a hipdtese nula é ver-
dadeira {Ho : p = 0.75), p seria aprox-
: nadamente Normal com média 0.75 e
desvio padrao

\[i}.?ﬁu — 0.75)
30

(distribuigao a0 lado). —

Podemos agora quantificar,

sob as condicdes de Ho, a probabilidade de 0.59 0.75 0.9
observarmos um valor de p = 0.80 ou mais

extremo, .

O que quer dizer um valor mais extremo ?

estabelece que p > 0.73, portanto a Eng. Florestal acredita

A hipétese alternativa (Ha)
nos normais. Se isso de

gue a mortalidade no ano de seca intensa é maior do que nos a
fato ocorrer, o valor amostral 7 poderia ser ainda maior do que 0.80.

H,:p>075 = P[5 > 0.80]
080-075 | _ pz > 0.63] = 0.2643

. ___.. 5> 0. =P |2 > —————19n
Ho:p=075 = P[F2080) { = g,?aurn.’rﬁ}fzﬂj

Portanto, sob Ha, 2 prohahi]idade de se observar um valgp de § ou maior & 0.2643. Se
rejeitarmos Ho com base no valor observado de p = 0.80, teremos 2 probabilidade de
(,2643 de comelermos um erro tipe L. Logo, 0.2643 é o valor-p, mas a margem de erro tipo
1 aceitdvel nas Cléncias Florestais ¢ de 0.05 ol - nivel de sign lﬁc;’mcia‘}. G_omﬂ e
valor-p (0.2643) 4 bem maior do que © nivel de significincia (&= G.E}Ejvnns nio rejeitamos
Hg e podemos concluir que, do ponto de vista estatistico, 2 afirmacio da Eng. Florestal

nio procede.



Testando Hipéteses sobre a Média de uma Populagao

sto o teste 7 para se testar a proporgao de uma populagdo. Qual seria o

Até agora foi vi
hipdteses sobre a média de uma populagdo?

teste mais apropriado para testarmos

Exemplo 13.D Testando o pH do Solo

Um clentista deseja saber se o pH de um solo é acido. Ele uma amostra com cinco
unidades e obteve os valores de ph: '

5.8: 6.3; 6.9; 6.2; 5.5
Considere os seguintes aspectos:

e O cientista considera o solo dcido se o seu pH for menor que 7. Portanto as hipdtese
a serem testadas sao:
Hy:
Ha:
o Utilizando a teoria da distribuigio da média amostral podemos utilizar o seguinte
raciocinio: Seja X o pH do solo e possui distribui¢io Normal com média p e desvio
padrio o, entdo:

Ty terd média igual u;
T¢ terd desvio padrio igual a o/ V5

Ts terd distribuigdo Normal.

e Logo, pela teoria da distribuigdo amostral, a estatistica:

:‘I_:s - i
Z =
c/VB
ter4 distribuicio Normal com média 0 e desvio padrio 1. Poderfamos utilizé-la para

testar Ho.

Estas consideragdes apresentam um problema: a hipdtese nula (Hg) nos fornece uma
indicagdo para a média da populagdo (4}, mas nao nos d4 qualquer dica sobre o desvio
pa,dr'cl.,o da populagio (o). O desvio padrio da populagdo (o) permanece desconhecido e,
aioNodo de se obter a estatistica Z com base na amostra tomada pelo cientista.



Estatistica t

Este tipo de problema ja foi estudado no comego do século pelo matematico inglés
Willam Gosset, que usava o pseudonimo “Gtydent” para publicar os seus trabalhos.
Studerit desenvolveu a seguinte estatisticas

Tp — M

Sy

onde s, é o desvio padrao amostral (amostra de tamhanho 7).

A estatistica t é uma variivel aleatéria cuja distribuigao tem as seguintes propriedades:

1. Tem forma de sino (como a dist.
Normal{0, 1)
Normal).

5. £ simétrica em relagdo ao 2er10

(como a dist. Normal Padronizada). t (n=3)

3. £ mais “achatada” no centro e tem t (n=5)
as caudas mais “pesadas”.

4. Possui somente um parametro: t (n=20)
y = n—1 chamado de graus de liber-
dade.

5. A medida que v — ©0, entiot — Z, - .
isto é, para grandes amostras a dis-
tribuigio de t se aproxima da Nor- a2 - o ’ 2 3
mal Padronizada.

L importante notar que para cada valor dos graus de liberdade (v =7 — 1) temos uma
distribuigdo diferente para ot de Student. A distribui¢do Normal Padronizada é uma
finica distribuicio (o valor dos pardmetros gio fixos), mas a distribuicdo ¢ de Student € na
verdade uma fomilia de distribuigdes, pois cada valor particular de v gera uma
distribuicao distinta das demais.



Testando Hipéteses sobre a Média de uma Populagao

r¢do de uma populagdo. Qual seria o

Até agora fol visto o teste 7 para se testar a propo
re q média de uma populagdo?

teste mais apropriado para testarmos hipéteses sob

Exemplo 13.D Testando o pH do Solo

Um cientista deseja saber se o pH de um solo é acido. Ele uma amostra com cinco

unidades e obteve os valores de ph: .

5.8; 6.3: 6.9; 6,2: 5.9
Clonsidere os seguintes aspectos:

o O cientista considera o solo dcido se o seu pH for menor que 7. Portanto as hipotese
a serem testadas sao:
Ho:
Ha:
¢ Utilizando a teoria da distribuigdo da média amostral podemos utilizar o seguinte
raciocinio: Seja X o pH do solo e possui distribui¢io Normal com média u e desvio
padréo o, entéo:

Ty terd média igual g,
75 terd desvio padrao igual a o //5;

Ts terd distribui¢do Normal.

e Logo, pela teoria da distribuigdo amostral, a estatistica:

7 = Ts — p
o/ V5
terd distribui¢io Normal com média O e desvio padrdo 1. Poderfamos utilizé-la para

testar Ho.

Estas consideragdes apresentam um problema: a hipétese nula (Ho) nos fornece uma
indicagio para a média da populagdo (x), mas nao nos d4 qualquer dica sobre o desvio
padrip da populagéo (¢). O desvio padrao da populagio (o) permanece desconhecido e,
nio™iodo de se obter a estatistica Z com base na amosbra tomada pelo cientista.



Exemplo 13.D Testando o pH do Solo

Podemos agora testar as hipotese a respeito do pH do solo atilizando a estatistica i. Seja
p o pH médio dosoloe T a média amostral dos pHs na amostra:

¢ Hipdteses
HU RS T
Hoy:ip<7
« Dados
T=(58+63+69+62+ 5.5)/5 =0.14

s = 0.5320
¢ Estatistica i:
.14 -7

t = ———— = —3.61
0.5320//5

¢ Valor-p

H,: u<T7 = PlT<6.14=Plt< -3.61) = P[t > 3.61] (Simétrica em relagdo 20 zero)
Ho:u=7 = Plt> 3.61) = valor-p

Na tabela do t de Student (Anexo C) encontramos o valor 2.13 para fa=0.05:w=4"

Logo:
Pt > 3.61) < P[t > 2.18) = Pt < ~-3.61}] < P[t < —-2.13]
= valor-p < a=0.05
t=-3.61 1=-213
o.= 0.05
¥
4 3 2 1 0 1 2 3 4

o Decisio; Rejeita-se Hp (ao nivel de 5% de probabilidade) e conclui-se que existe
evidéncia estatistica para afirmar que o pH médio do solo ¢ menor que 7.



10.2 Distribuicdo Amostral da Propor¢do

Seja p a proporgo das unidades de uma populagdo que possuem uma certa caracteristica (proporgio
de “sucessos”), como por exemplo:

arvores com cancro numa floresta de eucalipto;
arvores cobertas por cipds numa mata,

arvores dominadas (arvores vivas com altura inferior a 1,30m) numa floresta plantada
de PinusI,

capivaras do sexo masculino.

Se amostras aleatérias de tamanho » forem tomadas de uma populagio com proporgio p, entdo a
distribuigdo amostral de ﬁ,, tem as seguintes propriedades:

1. Hp=P= P, éum estimador sem viés de p.

1- 1-
, aﬁ.,:p( p):)%= p(1-p)
) n n
Se o tamanho da amostra cresce, o desvio padrio da
proporgéo amostral decresce.

3. Se a populagdo original tem uma distribui¢do qualquer, para #
suficientemente grande (n = 30), [3,, tera distribui¢do
aproximadamente normal:

a -
5 A N( ». p(ln p))




Teste de hipdteses para a média de uma populacio

1° Passo: Hipoteses
H, : u# py, — bilateral

Hotp=p, Vs [IRTA )
H,: unilateral
H > Ky
2° Passo: Estatistica do teste
2.1. Variéncia conhecida = z,,;, = X~ Ho
o’
n

2.2. Variancia desconhecida =» t g, =2 com (a-1) gl
S

n

X~ Hy
o2
B
3° Passo: Regides de Rejei¢do
3.1. Variancia conhecida ou aproximagdo normal
H, :p#p, H, :p<ypy, H,:p>py,

2.3. Variancia desconhecida com n > 30 (aproximagdo normal) = z =

| R
R

3.2. Variancia desconhecida
Hy:p#py H, tp<p, H, :p>p,

=R
0

4° Passo: Conclusdes



Teste de hipoteses para a proporgio de uma populacio

1° Passo: Hipoteses
H, : p # p, — bilateral

<
H,:p=p, s H, P po}unilateral
P> D
2° Passo: Estatistica do teste
P—Po
Zeale = T
[Po(1—Dy)
n
3° Passo: RegiGes de Rejeigdo
H,:p# 8 H, : p<po Ho:g>po

M| R
| R

z
-Zy w

L )

4° Passo: Conclusoes



Teste para a diferenca de médias de 2 populacies — amostra pareada
1° Passo: Hipdteses

H, : p, — p, #0, — bilateral

Hy,:u,—p, =0 -, <0
0-H7H2=Fo v H,: Hi e 0} unilateral
M~ Hy >0,
2° Passo: Estatistica do teste
Média Var.
Amostra 1 X1 X12 Xin X, sf
Amostra 2 X21 X22 savs X2n _2 s%
diferenga (d;) d dz e dn d s
a - 90 y
tealo = com (n-1) g.1., sendo n = numero de pares
Eg— ]
n
3° Passo: Regides de Rejeicdo
H, iy —n, %6, H, 11—, <6 H, 1y -1, >0
a a
— = {74
2 2
= Loy b

4° Passo: Conclusdes



Teste para a diferenca de médias de 2 populacées — amostra nio pareada
1° Passo: Hipoteses

H,: y, —u, #0, — bilateral
Ho:py -1, =0, Vs B~ Hy <V

0
H,: } unilateral
h—Hy >0,

2° Passo: Estatistica do teste

Média Var.
Amostra 1 X11 X12 v Xin il 512
Amostra 2 X21 X22 cen X2n X, S%
2.1. Variancias homogéneas
X, —X,—0
tg, = X~ %Yo com (ni+n2>-2) g.l.
2 2
1 +i (n, —Ds; +(n, —1)s;
n, n, n;+n, —2
2.1. Varincias heterogéneas
2 2V
S5
calo ——— com V= 2 » 2
5 | 5 Sy Sz
n; Dy 1, Iy
n,-1 n,-1
3° Passo: RegiGes de Rejeigio
& < a
2 2
T L ™ tas

4° Passo: Conclusdes



Teste de varidncia de 2 populacdes

1° Passo: Hipdteses
. H, : 67 > 62 —> unilateral
H,:0; =03 Vs H, : 6 # 62 — bilateral
2° Passo: Estatistica do teste
Média Var.
Amostra 1 Xi1 X12 X1n il S%
Amostra 2 X21 X2 Xon X, s>
Fo- s2 com V1=@-Dgl (gl donumerador)
cale s, v, =(n, -1)gl. (gl do denominador)
3° Passo: Regibes de Rejeicdo
v o 2 e 2
H,:07>0; H, :0; #0;
2
. 2
i 2
E. F s F,

4° Passo: Conclusdes

Obs: Se Ho é rejeitada — varidncia heterogénea
Se Hp ndo € rejeitada — varidncia homogénea




