
I10.2 Distríbuição Amostal da Média

Se amostras aleatórias de tamanho n forem tomadas de
população com média p e v anânaia é, então a distribúção

1 i

amostral de X = lIÃ t"m as seguintes propriedades:
n ^ -

\ p r = E ( x ) = P

2 )  o 2 o  = { + o ,  = #^ n " ' l n

se o tamanho da aÍnostra cresce, o desvio padrão da média amostral decresce.

3) Sq a populagão original tem distribuição Normal, erúã,o X

também tem distribúção Normal

X r-t N(P,oz) = X r-t N@,Y-)



-)

4\ Teorema Central ìlo Limite:

Se a popúação original tem uma distribuigão qualquer oom média p e
variância o2 , pata n "súcientemente grande" (na práücq quando z>30),
então X tem distribuição aoroximadamente Normal:

E ( X ) = u  l  * - a - - .  o ' .
var(x)='o'J+ 

XnN(p:-)

a
onde n sieÍÌifica aproximadamente distribuído

Exercício,Faça um esboço das rlistribuições de .1. e de 7, assumindo que Xtem distribuição normal

ãm media +0, variância á6 e que o tamanho de amostra foi igual a 9'



Exercícia: hodução de Resina em Pinus elliottii J

Seja X a produção anual de resina de árvores de Pinus elliottii. Supoúa que Xtem distribuição Normal
com média 2,3 kg e desüo padrão 0,7kg.

a) Faça um esboço da distribuição de X

b) Calcule a pÍoporção esperada de iírvores com produção maior do que 2'8 kg'

c)FoitomadaumeamostÍa8Ìeatóriade16árvores.Quaiéaprobabilidadedequeaproduçõomédia
" ;;; 16 á*;*s amostradas seja maior que2'8 kg?



1
d) Uma amostra aleatória de 49 árvores foi tomada. Qual é a probabilidade de que a produção média

das 49 árvores amostradas seja maior que 2,8 kg?

e) Uma amostra aleatória de 25 áwores foi tomada. Obter Ítal que:

. P(N < t) = 0,985

.  P(N <7)=0,97s



L
Exzrcícia lr'isitaníes num Parque

Uma proporção de 37% dos üsitantes de um parque favorecern a cobrança de taxas de entrada' Uma

amostra aleatória de 200 üsitantes foi tomada'

a) Quat é o puâmetro? Qual é a estatistica?

b)Qualaprobabiiidadequenaamostrede200üsitantespelomenos4Oo/ofavoreçamacobrançade
taxas?

c) Qual a probabilidade que na amostra de 200 visitantes' a proporção dos que favorecem a cobrança de

taxas fique entre 35 e 39o/o ?

d)umanovaamostÍa-de10üsitantesfoit"ryglg:t."'lïïoiï,fff; "ïffi 
:"fri::ï'flï:1""'"'

;J;;";;-t-"stra favoreçam a cobrança de taxas '/ E var

3Ìi l3ét?ofi.ïï" ser utilizado neste oaso para encontrar a probabilidade?



ExempÌo 13,A Nlortalidade de Arvores numa Floresta

-A.pós vários anos de acompanhamento de parceìas permanentes, uma Eng. Florestal

concluiu que, das árvores que morrem num fragmento florestal, 7 SVo sâo devido ao

abafamento da copa por cipós. No ano segu.inte. ocorreu um perÍodo prolongado de intensa

seca e 30 árvores morleram durante o ano. das quais 24 mortes podem ser atribuídaS ao

efeito dos cipós. A Eng. Florestal afirma que a proPòIção de árvores que morreram devido

aos cipós (p) foi maior neste ano de seca intensa do que nos anos anteriores'

b .

Estabeleça Ho e H".

Ì1s: A proporção de árvores mortas Por cipós no ano de seca intensa é ig:' a 75%'

IIo: A proporção d.e árvores mortas por cipós no ano de seca intensa é ma'ior que

i5%.

Estabeleça H6 e H o de forma quaÌìtitativa'

H s : p - 0 . 7 5

H o :  p  >  0 . i 5

De acordo com a afi.rmação da Eng. Floréstal, a hipótese nuÌa foi rejeitada ou

aceita? Explique

d, se o resre de hipótese uriüzou o nível de 5% de significância, o valor-p foi maior ou

menor que 0.05? ExPl ique.

e. QuaJ o tamenho de amostta utilizado pata os resultados no ano de seca intensa?

Testand.o Hipóteses sobre a Proporyão de uma População

Como a hipótese acima pode ser testada?

como a taxa de mortaüdade do último ano (ano de seca ìntensa) foi baseada numa

amostra, o valor

4  x \ 0 0 = 8 0 %  
t

30

é uma estatística da amostra e deve ser representado por f' Nós sabemos que p'varia de

amostra para amostra' Se a amostragem fosse repedita.e outÌas 30 átvores morlas

observadas, nós provave.lmente obteríimos um outro valor para p'

Como jó foi vieto, a dietribuição amostral de !'tem as seguintes propriedades:



P ( 1 - P ) .

a média da d is t r ibu ição de f  será 2:

a variância da distribuiçáo de p será

3, a distribuiçáo de p'será aproximadamente Normal'

Com base nestas Propriedades sabemos que a variável aÌeatória:

terá distribuição apÍoximadamente Norma'l Padronizada' isto é' distribuição Normal com

média 0 e desvio Padrão I'

1 .

2 .

Assumindo que a hiPótese nuÌa é ver-

aadeira (f/o : p = 0'75)' p' seria aprox-

i*àáãàtã Nàrmal com média o''/5 e

desvio Padrão

(dìstribuição ao lado)'
podemos agora quantificar,

l"u'"ï'."'atnu", aJ Ho,, u ryob^ali]idat 1:
ob."ruur-o. um valor de p'= 0'80 ou maìs

extremo, '

O que quer dizer um vaÌor mais extremo ?

.A. hipórese *ïÌ*y !{Ì^":::::iïï:,":r;,?,1'ifi:'JÏ:: ::":ï.ïi:ï"1"ï:""':':
l#:iïJ*iïti"ïïnïï; o.d"'ï'"' uindu maior do que 0'80

H o t p l o . 7 5  +  P t A Z 0 ' 8 0 1

t Í s .  p  =0 .75  à  PI ,> -o 'ao t  =  r  
[ z  

>

0.59 0.75 0 91

=  P I Z > 0 ' 6 3 1  = 0 2 6 4 3

valor-P (0'2643) é bem maror

ÍÍo e Poà"mos concluir que' c

não Procede'



Testando Hipóteses sobre a lÃédia de uma Popttlação

.{té agora foi visto o teste Z para se testar a proporção de.uma população Qual seria o

;ì';."il;;;';;;irã';;ra t"'ì"-o' hipóteses sobte a média de urna poputaçào'l

Exemplo 13.D Testando o PH do Solo

Um cientista deseja saber se o pH de um solo é acido' Ele uma amostra com cinco

unidades e obteve os valores de Ph:

5 . 8 :  6 . 3 1  6 . 9 1  6 . 2 1  5  5

Consid.ere os seguintes asPectos:

r O cientista considera o solo ácido se o seu pH for menor que 7' Portanto as hipótese

a serem têstadas sao:

Ho:

c U t i [ z a n d o a t e o r i a d a d i s t r i b u i ç ã o d a m é d i a a m o s l r a l p o d e m o s u t i ] i z a r o s e g u i n t e ,
raciocínio: Seja X o pH do solo e possui distribuiçâo Normal com média p e desvio

padrão a, então:

ã5 terá média i8ual Pi

d5 terá desvio Padrão igual a 
" lJ5;

ã5 terá distribuição NormaÌ'

o Logo, pela teoria da distribuição amostral' a estatística:

_ 6s - p' -  o l l s

terá distribuiçáo Normal com média 0 e desvio padrão 1' Poderíamos utiüzá'la para

testar Ií0,

E6tas considerações apresentam um problema: a hipótese nula (l/o) nos fornece uma.

indicação para i média da população (p), m"* não nos dá- qualquer dica sobre o desvio

padrap da'população (o). O á".tiã puàtao dt população (a) permanece desconhecido e'

lã.ç"aì á" t" àü,"t't 
".t 

atísrica Z com base na amosüta tomada pelo cientísta'



Estatística t

Bste tiPo de problema já foi estudado no começo do século peÌo matemático inglês

lVilÌiam Gosset, que usava t ;t"-"dôti;; 
i 'Stui"nt" para pubÌicar os seus trabalhos'

Studeflt desenvolveu a seguinte estatística:

5. À medida q\Je u - @, eÍLlã'o t - Z'

isto é, Pâra grandes amostras a dis'

tribuìçáo de t se aProxima da Nor-

mal Padronizada'

onde s,, é o desvio padráo amostral (amostra de ta'rhanho z)

-4. estatística Í é uma variável aleatória cuja distribuiçáo tem as seguintes propriedades:

1. Tem forma de sino (como a dist'

Normal)

2 .

3 .

É simétrica em relação ào zeto

fcomo a. dist. Normal Pa'dronizada)

É mais "achatada" no centro e tem

as caudas mais "Pesadas"

Possui somente um Parâmetro: t (
v = n-l chamado de graus de liber-

dade.

Í " -  t r L
s " l {n

+.

. , -1

Sraus de )iberdade (u - : 
- 1) iemos uma

ii'ttib"içao Normal Padronizada e uma

o fixos), mas a distribuìção Í de Student é na

da vaÌor Particular de z gera uma

distribuiçáo distinta das demais'

Normal(o,  1)



Testando HìPóteses sobre a ÌuIédia de uma YoPütaçao

.{té agora foi visto o teste Z para se testar a proporção de uma população Qual seria o

;ìr;"ïï;;.;;ri'ã' oì" tË"'ì'"' irp""" *b'" a méd'ia de urna poputaçdo't'

Exemplo 13.D Testando o PH do Solo

Um cientista deseja saber se o pH de um soÌo é acido' EIe uma amostra com clnco

un.idades e obteve os valores de Ph:

5 . 8 r  6 . 3 : 6 . 9 ;  6 ' 2 1  5  5

Considere os segu.ín Úes asPecLos:

o O cientista considera o soÌo ácido se o seu pH for menor que T Portanto a's hipótese

a serem testadas são:

Hoi

'I

oUt i ì izandoateor iadadis t r ibu içãodamédiaamostra l .podemosut i l iza, r .osegulnte.
raciocínio: Seja X o PH ;; ""f" 

e possui distribuição Normal com média p e desvio

pádrão o, então:

Es terá média i8ual Pi

Ís terá desvio padrão igual a o lJSt

Es terá distribuição Normal

o Logo, pela teoria da. distribuição amostral' a estatística:

- ís - l't
" =;7G

terá distribuição Normal com média 0 e desvio padráo l Poderíamos utiLizá'la para

testar Iío'

Estas consid.erações apresentam um problema: a hipótese. nuìa (l/o) nos fornece uma .
indicação para a média da população (p), mts náo nos-dá.qualquer dica sobre o desvio

ooì.up ao^popotação (a). ó á"tuiá ptááo a" população (a) permanece desconhecido e'

ffit\á;d" il'.;-oitãr'a 
".t"tittl 

,^ à ,o^ base na amosüra tomada pelo cientísta'



Exemplo 73.D Testando o PH do Solo

Podemos agora testar as hipótese a respeito do pH do solo utiüzando a estatística t Seja

l, " 
pú *aãio do solo e ã a média amostral dos pHs na amostra:

o IIiPóteses

H s : l r = i

Ild i P < t

o Dados

ã =  ( 5 ' 8  +  6  3  +  6 ' 9  +  6  2 +  5 ' 5 ) / 5  =  6  1 4

s = 0.5320

r Estatística l:

o.= 0,

o . l . +  -  I
t = _ - - - = = - J , O l

0.53201 \/5

Valor-p

H o t u < 7  +  P l í  <  6 . 1 4 ]  +  P [ Í  <  - 3 ' 6 1 ]  +  P l Í  >  3 6 1 ]  ( S i m é t r i c a  e m  r e l a ç ã o  a o  z e r o )

H o : t t - - 7  +  P l t  )  3 . 6 1 ]  =  v a l o r ' P

Na tabela do i de Student (Anexo C) encontramos o vaÌor 2 13 para td=oo5:v=4'

Logo:

P[t > 3.61] < P[t > 2'13] + Plt <-3'611 < Plt < -2'131

+  v a Ì o r ' P  < a = 0 ' 0 5

-1

Decisão: Rejeita-se Í/6 (ao nível de 5% de probabilidade) e concluíse que existe

evidència estatística para afirmar que o pH médio do solo é menor que 7'



í i10.2 Distrüarçfu Amostal dn proporção

lajup a proporção das unidades de uma população que possuem uma certa caÍacterística (proporção
de "sucessos'), como por exemplo:

e árvores com cancro numa floresta de eucalipto;
o árvores cobertas por cipós numa mata;
o árvores dominadas (árvores üvas com altura inferior a 1,30m) nuÍna floresta plantada

dePirusl;
. capivaras do sexo mascúno.

Se amostras aleatorias de tamanho n forem tomadas de uma população com proporção p, então a
distribuição amostral de F, tem as seguintes propriedades:

l. F Ê, 
= P = F, é r^estimador sem ües dep.

2. o'p=ry)oÊ=W
Se o tamanho da amostra cresce, o desvio padrão da

proporção amostral decresce.

3. Se a população original tem uma distribuição qualquer, púan

zuficientemente grande (n > 30), pn terâdistribuição
aproximadamente normal:



l"

Teste de hinóteses para a média de uma pooulacão
1o Passo: Hipóteses

Ho : lr: lro

2o Passo: Estatística do teste

Hu :Ér * l t oèb i l a te ra l

F < F o ì
Ho : '  ' " f un i l a te ra l

l , r>  Fo )

2.1. Variância conhecida è z*t" :+

lï
2.2.Ywiâaçia desconhecida = t-1" = 

ry
l s
1;

com (n-1) g.l.

2.3. Variância descoúecida comn > 30 (aproximação normal)

3o Passo: Regiões de Rejeição
3.1. Variância conhecida ou aproximação normal

H u : p + p o H . : P < P o

3.2. Variância descoúecida
Ho:  t r t+  t r to Hu :F < l ro

-ü

4o Passo: Conclusões

H " : P > P o

H u : F r > l r o

Eú



1È(-

1o Passo: Hipóteses

H o l P = P o

2'Passo: Estatística do teste

3o Passo: Regiões de Rejeição

H " : p  + X í ^

H": p*poè bi lateral

H o,P 
'Po],rnitu,"ra

P >  P o )
vs

H . : p < f . o H . : P > p o



3

rô h --. . Teste para a diferença de médias de 2 populações- amostra pareada
r- rasso: tupoteses

Ho : lrr - Irz :00

2o Passo: Estatística do teste

Ho: l\ - pz *00 + bilateral

H - =F'-1"'ooÌ trni lateral"  l \ -  F z > 0 0 )

Média Var.
sf
sl

xt

x2

xln

x2n

xtz

,<2,

Xr t

xzt

Amostra I

Amostra 2

diferença (d) dr s'zudd,ü

t""r" = + com (n-1) g.1., sendo n : número de pares
/sátr;

3o Passo: Regiões de Rejeição

Hu  :  [ r ,  -Fz+Qo

4o Passo: Conclusões

H" !pr -F[z < 0o H. :[r '  -[rz > 0o



Ll

Teste para a diferenca de médias de 2 populacões - amostra não narea(la
1o Passo: Hipóteses

H o : t r r - F z = 0 0

2o Passo: Estatística do teste

Hut I\ - Fz *00 + bilateral

vs 
Ho,Fr- l , r 'ooÌ  uni lateral

"  l - \ -  l l z  >00)

Var.
Amostra I

Amostra 2

x l l

xzt

xt2

XD.

Xln

x2n

xl

x2

sf
s?,

2.1. Variâncias homogêneas

2.1. Variâncias heterogêneas

+ -ocalc -

3o Passo: Regiões de Rejeição

H "  :  ! r ,  - V z * 0 0 H " : u r - F z < o o H. :Hr  -pz > 0o

4o Passo: Conclusões



í
r ì

1o Passo: Hipóteses

H o : o f = Ç ú

2o Passo: Estatística do teste

Teste de yariância de 2 nopular:ões

H" : of > o7 -->unilateral
vs H. : of * ol-+ bilateral

Média Var.

sf
sl

xl

x2

xln

x2a

Xtz

X2

Xt t

xzt

Amostra 1

Amostra 2

.2
E '  _ " @ (
- câlc a

s;m

3o Passo: Regiões de Rejeição

vr = (nr - l) g.1.
vz: (r^z-1) g.l .

(g.1. do numerador)
(g.1. do denominador)

H":o !  >  o /

4o Passo: Conclusões
Obs: Se Ho é rejeitada - variância heterogênea

Se IIo não é rejeitada - variância homogênea

H^:ol  + o2,


