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1.1 Caderno de Laboratoério

Cada estudante deverd manter um Caderno de Laboratério , no qual anotara os dados,
procedimentos e demais informacdes relevantes a realizacdo de cada experiéncia. Ndo se
trata de um caderno de relatérios. As anotagfes devem ser feitas durante a realizacdo do
experimento para garantir a objetividade e a fidelidade.

Nao é simples definir a priori 0 que € "relevante ao experimento”. Uma maneira de avaliar
a relevancia de uma informacéo é imaginar que se vocé usar o Caderno daqui a alguns meses
(isto vai acontecer realmente, nas provas, exames e demais experimentos) ou mesmo anos, a
informacdo contida no Caderno deve lhe permitir repetir a experiéncia sem dificuldade,
entendendo do anotado no Caderno o que foi feito e quais foram o0s resultados e as
conclus6es. Em algumas disciplinas o Caderno podera ser consultado durante as provas, por
isso é fundamental que a informacao seja concisa e bem organizada.

E expressamente proibido realizar copia de dados do caderno de outros alunos. No caso
de trabalhos em grupo, cada aluno é responsavel pelo registro dos dados em seu Caderno.
Ele podera copiar figuras e tabelas de livros e apostilas indicando claramente a fonte. Se o
aluno estiver ausente em algum dia, ele devera realizar o experimento correspondente em
outro dia (verifique o horario disponivel do laborat6rio).

E muito desejavel que seja um caderno grande (formato A4) e com folhas quadriculadas
(ha um Caderno de Laboratério do IFGW a venda, a pre¢o de custo, nos Laboratérios de
Ensino Bésico ou na Coordenadoria de Servigos Técnicos do Instituto) .

No minimo, para cada experimento o Caderno de Laboratério deve sempre conter:
. Titulo do experimento, data de realizacao e colaboradores;

. Objetivos do experimento;

. Roteiro dos procedimentos experimentais;

. Esquema do aparato utilizado;

. Descricdo dos principais instrumentos;

. Dados medidos;

. Calculos;

o N oo o0~ W DN B

. Gréficos;

[(e]

. Resultados e conclusoes.

s

O formato de apresentacdo destes 9 itens ndo € rigido. O mais indicado € usar um
formato sequencial, anotando-se a medida que o experimento evolui.

'G.L. Squires, "Practical Physics" (Cambridge University Press, 1991), capitulo 10, pp. 139-
146; e D.W. Preston, "Experiments in Physics"” (John Wiley & Sons, 1985), pp. 2-3.
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No Caderno de Laboratério também se anotam as observac¢des que podem ser Uteis na
continuacdo de um experimento, ou lembretes de coisas que vocé deve providenciar (do tipo:
"passar na biblioteca para verificar uma referéncia", ou "lembrar de zerar o micrometro antes
de comegar a medir" ou ainda: "perguntar ao professor porque a faisca falha as vezes", ...)

1.2 Titulo, data e colaboradores.

O Titulo do experimento deve ser anotado no topo das péginas correspondentes ao
experimento. Na primeira pagina de cada experimento deve-se anotar quais os colaboradores
na realizacdo. A data deve ser anotada no inicio e, se for necesséario, a cada dia que se
continue no mesmo experimento. Em alguns casos pode ser util anotar o horario em que
certas medidas foram feitas.

1.3 Objetivos do experimento

Os objetivos devem ser descritos de forma sucinta e clara. Por exemplo:

O¢ objetivos desta experiencia odo:

- Aprender o uts de instramentss com vewier (Paguimetro, Micrimetro)
Z- Aalian ewvos de medidas e como edes e frofagam em exfreddses
S- Deterwninan a medéa e o desuia padndo de wma senie de medédas.

Parna atingin edtes objetivos deferminaremod a dendidade de wdnios mateniaie
medindo a madda e as suad dimensoes.

1.4 Roteiro dos procedimentos

Antes da cada experiéncia fazer um roteiro de procedimentos e escrever as principais
férmulas que serdo utilizadas (ex. célculo dos desvios). Prever as dificuldades e as estratégias
para contorna-las. Este roteiro deve vir feito de casa.

1.5 Esquema do aparato utilizado

Em geral feito & méo livre e com a identificacdo de cada componente. Indique o modelo,
principais caracteristicas e o numero de série (ou qualquer outro identificador) de cada
instrumento utilizado. Identificar os instrumentos e componentes é util para poder repetir o
experimento nas mesmas condicgdes.

1.6 Descricdo dos principais instrumentos

N&o precisa ser uma lista Unica no inicio, pode-se ir descrevendo a medida que se 0s usa.
Por exemplo:
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Paguimetre Witutogs, menor dividdo do vernier = 0.05 mm.
Wicrometre Starnet, menor diviséo ne tambor = 0.0l mm.
Batanga Elmen (madele BPES, T de séric 9500/76) menon divisdo = 0.05 4.

Algumas vezes € bom incluir observagfes sobre o estado do instrumento, se isto puder
afetar as medidas:

O wicnmetro completamente fechads udo indicava 0.000 e ude fechava dempre na
medma. fpodicde. Fizemos 10 medidas do zers abindo e fechando wovamente e
lomamos uma média ¢ o deswis padrdo. O resultads foc Gere = (-0.22 * 0.01)
mm, Todas as medidas efetuadas com este micrimetro fonam comigidas levando
em condideracdo este fales.,

1.7 Dados medidos

Todos os dados medidos devem ser anotados diretamente no Caderno de Laboratério e
nunca em folhas separadas de rascunho. A anotacdo em folhas de rascunho causa perda de
tempo, aumenta a possibilidade de erros involuntarios de copia e cria a tentagcdo para a
"filtragem" de dados (exclusdo daqueles que ndo gostamos, ou achamos errados). Todo dado
medido deve ser anotado. Dados considerados esquisitos ou andmalos devem ser
identificados com uma pequena anotagdo ao lado (como: "Nesta medida alguém esbarrou na
mesa e a régua se deslocou, podendo ter afetado esta medida."). Para corre¢cdes em caso de
erro na anotacdo ndo deve ser usada borracha, mas deve ser passado um risco sobre a
anotacdo (supostamente) errada, escrevendo-se ao lado a correta. As anotagbes de dados
medidos devem sempre incluir o valor da incerteza associada.

1.8 Calculos >

Os procedimentos de célculo devem ser claramente descritos, para permitir a conferéncia
e recalculo pelo mesmo caminho. Devem sempre ser considerados apenas o0s algarismos
significativos nos resultados finais. Por exemplo:

Determinacdo da densidade de uma esfera metdlica - aparentemente de ago.
edidas de d (Didmetra) com micnmetra Stamet (preciodo +0.01 mm), 12
Tabela 1.1, Medidas do didmetro da esfera metdlica.
medida| 1 2 5 4 5 6 7 § 9 1o n 12
dmm) |15.54 15,52 15.55 15,54 15.57 15.51 1556 15.51 15,55 15.54 15,53 15,55

’G.L. Squires, "Practical Physics"” (Cambridge University Press, 1991), capitulo 12, pp. 159-
168.
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Da Tabela 1.1 obtivemos a Tabela 1.2 com as freguéncias de cada medida:

oconténcia dae wmedidas em 12

Tabela 1.2,
medicoed
A ()
15,54
média = 15,5575 mm 15.52
desvio padndo = S = 0.015647447 mom 15.55
oo padrdo da wmédia = S[\12 = 0,00557 mm 15.53
15,51
Reealtads: d = (15,558 + 0,005) men 15,57
(0w d = 15.538 mmn * 0.03%) 15.56

\\NNN\W%

Medida da masea com batanga Elmen (precisdo nominal 0.05 ¢):

m = (152%01)y

Obs. : embora a menor dividde da balanca deja 0.05 ¢, wa wodda apreciacio ela
continuava em equilinie para dedlocamentos de gquase *2 divisses. Por isco,

edlimamod a iucerteza dedta medida como 0.1 ¢ .

P = 6wlTd ® = 7739297459 glem ©

Gileuls ds dessio wa dewsidade: Ap=p\/(A7m)z +(3 £2)

glens”
Resultado.

Densidade: p = (7.74 + 0.05) glen”

0.05097
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1.9 Figuras, Tabelas e Equacgdes 3

As Figuras e Tabelas devem ser numeradas em sequéncia e conter uma pequena
legenda descritiva. A sequéncia numérica pode ser reiniciada 1 em cada experimento ou
utilizar uma sequéncia dupla (por exemplo, “Fig. 2.3” é a terceira figura do experimento N° 2).
Os graficos, desenhos, esquemas, e fotografias sdo todas figuras, ndo ha razdo para abrir
seqléncias diferentes (ou seja, ndo escreva Grafico 1, e sim Figura 1). Leia na Sec¢do 2 sobre

como devem ser feitos os gréaficos.

As figuras podem ser feitas em papel especial (por exemplo em papel milimetrado ou
logaritmico) ou gerados por um computador e colados (sobre toda a area, nunca colados em
uma ponta ou grampeadas) no caderno. Evite colar figuras pregaveis; se o original for grande,
faca uma copia reduzida de modo de caber inteira na folha do seu caderno.

No inicio de cada experimento geralmente fazemos um resumo da teoria envolvida e
destacamos as equacdes mais relevantes. As equacdes (pelo menos as mais relevantes)
devem ser numeradas para poder fazer referéncia a elas mais adiante, quando confrontamos
as previsbes do modelo com os resultados experimentais. Defina, imediatamente antes ou
logo apds, os simbolos matematicos novos que aparecem em cada equagao.

1.10 Resultados e conclusdes

Sao comentérios sobre o que foi feito, qual a confiangca nos resultados obtidos, pontos
criticos ou duvidosos do experimento e comparagdo com modelos tedricos.

°D.W. Preston, "Experiments in Physics” (John Wiley & Sons, 1985), pp. 21-32; G.L.
Squires, "Practical Physics" (Cambridge University Press, 1991), capitulo 11, pp. 147-158; e

C.E. Hennies, W.O.N. Guimar&des e J.A. Roversi, "Problemas Experimentais em Fisica" 38
edicdo, (Editora da Unicamp, 1989), capitulo V, pp.168-187.
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2.1 Roteiro para obter um bom grafico

Gréficos sdo uma das principais maneiras de se apresentar e analisar dados em ciéncia e
tecnologia. Devem ser claros e conter um titulo, eixos, escalas, unidades e barras de erro. A
lista abaixo é de utilidade para que o iniciante ndo se esqueca de alguns quesitos necessarios
para que o grafico seja bem interpretado e efetivamente (util.

[ Escolha a area do papel com o tamanho adequado (mais ou menos meia pagina do Caderno
de Laboratério).

0 Em geral a relagédo de aspecto (altura / largura) deve ser menor do que 1, pois o gréfico sera
de mais facil leitura (por esta razéo € que a tela de cinema e a da televisdo tem relacdo de
aspecto menor do que 1).

[0 Desenhe os eixos claramente: a variavel dependente deve estar sempre no eixo vertical (y) e a
variavel independente no eixo horizontal (x).

O Marque nos eixos as escalas, escolhendo divisdes que resultem em facil leitura de valores
intermediarios (por exemplo, divida de 2 em 2, e ndo de 7,7 em 7,7).

[0 Se possivel cada um dos eixos deve comecar em zero.

O Marque abaixo do eixo horizontal e ao lado do eixo vertical o nome da variavel ali
representada e, entre parénteses, as unidades usadas.

O Escreva, na parte superior da area do grafico, o Titulo do grafico. Todo gréfico deve ter um
titulo.

O Marque cada um dos pontos do grafico cuidadosamente e claramente, escolhendo para isto
um simbolo adequado e de tamanho facilmente visivel (por exemplo, um circulo ou um
quadradinho) com um pontinho no centro. Nunca marque 0s pontos apenas com um pontinho
do lapis.

O Marque claramente as barras de erro em cada ponto. Se o erro for muito pequeno para
aparecer na escala escolhida anote ao lado: "as barras de erro sdo muito pequenas para
aparecer na figura".

O Se desejar, desenhe uma linha suave através dos pontos. Se os erros forem aleatorios,
aproximadamente 1/3 das barras de erro poderao ficar fora da linha.

[0 Nao esqueca de numerar e escrever uma legenda breve explicando de que se trata a figura e
fornecendo a informacao necesséria para que o leitor entenda a figura. Todas as figuras sao
numeradas em sequéncia. Esquemas, desenhos e graficos sédo figuras.

2.2 Exemplos

Um gréfico bem feito é talvez a melhor forma de apresentar os dados experimentais. Tem
muitos parametros que devem ser escolhidos criteriosamente como a funcdo a ser
representada, as escalas dos eixos, o tamanho, o simbolo para 0s pontos experimentais, etc.
A funcdo que vocé vai representar depende do tipo de informagéo que vocé quer transmitir e
como se encaixa esta informacdo no argumento que vocé estd seguindo para demonstrar
algo. Por exemplo, se seus dados descrevem o movimento de queda livre de uma particula,
vocé pode representar x(t) se quer mostrar visualmente que o movimento € parabdlico, mas se

quiser determinar a aceleragdo da gravidade é mais conveniente representar x(t) ja que
aceleragdo pode ser extraida da inclinacdo desta reta. O guia para as outras escolhas deve

6
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ser sempre o conceito de que um grafico € uma ajuda visual para a sua argumentacao e para
que o leitor entenda rapidamente as evidéncias experimentais.

Os graficos sao figuras e vocé deve escolher o tamanho das figuras de modo que caibam
na folha de papel do seu texto (seja este no seu caderno de laboratorio, relatorio ou artigo),
ocupando ndo mais que a metade da folha. Isto ndo € um critério estético, € um critério de
efichcia da apresentacdo baseada no fato de que dificilmente alguém consegue focalizar os
olhos numa area maior a uns 30 cm dos seus olhos.

100 - T - T - | - T -
- — teoria -
80 ® experimento 7
/N R |
&
L 60t i
X
o
‘S, 40| -
%)
O - -
o
20 u
0 | ) | ) | ) | )
0 2 4 6 8 10

tempo, f (s)

Fig. 2.1. Exemplo de grafico bem feito.

A Figura 2.1 mostra um grafico eficiente para mostrar que, dentro do erro experimental, 0s
dados seguem um determinado modelo tedrico.
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Fig. 2.2. Exemplos de graficos mal feitos.

Os mesmos dados experimentais da Fig. 2.1 estdo representados novamente nos quatro
gréficos da Figura 2.2 para ilustrar defeitos tipicos de alunos inexperientes. O tamanho dos
pontos deve ser tal que cada ponto seja bem visivel; nem muito pequeno como no grafico 1
nem exagerado como no grafico 2, onde o tamanho do simbolo & maior que a barra de erro
para a maioria dos pontos. No gréfico 2, os numeros das escalas séo dificeis de ler. No gréafico
3 as escalas foram mal escolhidas, desaproveitando a area; o fator 1/70 e os niumeros das
marcas da escala horizontal dificultam a leitura. No grafico 4 a escala horizontal ndo deve ser
indicada com os valores individuais dos pontos.

2.3 Determinacéao dos coeficientes de uma reta

E muito frequiente em fisica experimental o problema de determinar os estimadores ae b
dos coeficientes a e B, respectivamente, que melhor representam a relagéo linear entre duas
variaveis aleatérias Xe Y:

Y =aX +B, (2.1]

a partir de um conjunto de pares de valores medidos (y;,x), i = 1,.., N. Este problema &

considerado em varios livros texto (veja por exemplo as refs. 1 e 2) e reproduziremos aqui 0s
resultados mais importantes. E preciso antes observar a validade das formulas. Os alunos
tendem a utilizar as férmulas de ajuste por minimos quadrados ou as de regressao linear sem

8
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antes verificar se as condi¢des de validade dessas formulas se aplicam ao seu experimento.
Muitos programas graficos modernos para computadores vém com algoritmos de ajuste linear.
Um software deste tipo € muito conveniente mas, antes de utiliza-lo, o aluno deve saber qual é
o algoritmo que o programa utiliza para fazer os céalculos, pois corre o risco de aplici-lo a uma
situacao onde o algoritmo néo é valido.

2.3.1 Método dos minimos quadrados

Este método se baseia em achar os valores de a e b que minimizam a fungéo
N 2
f(ab)=5(y-ax-H [2.1]
i=1

e que representa a soma dos desvios quadraticos da relagédo linear”.
Se

1. osvalores X sao medidos sem erro;
2. todos osy; tem a mesma distribuicdo (mas, obviamente, com diferente média) ;
3. todosos y; tem o mesmo desvio padréo, o,

entdo as férmulas da Tabela 2.1 se aplicam. A demonstracdo das equacdes desta tabela pode
ser vista na ref. 2.

Parametro Estimador quando B =0 Estimador quando B#0
a: coeficiente angular (inclinacao) a=Ixy /zx2 a=Z(x-Xy/Z(x _—X)Z
B: coeficiente linear b=0 b=y-ax
o2 variancia dos y; SP=5(y-ax?/( N-1) S =5(y- ax- B2/ ( N-2)
Aa: erro padrdao do estimador da Aa=5S/4s Aa=S/5( x-R2
inclinacéo *2 (=%
Ab: erro padrdo do estimador do Ab=0 Ab=S L4+ X
coeficiente linear VN Z(x-%)?
Ay, erro padrdo do estimador de Ay, = Sx/ /Zf Ay =S ﬁ’L z(xo-_y(_)zz
um ponto da reta para x = x, (X=X

Tabela 2.1. Estimadores para o caso dos'y; com 0 mesmo desvio padréo (0; =0). As

somatdrias indicam soma de i = 1,...,N. As expressées em cada linha estdo em
fung&o de valores definidos nas linhas superiores da tabela.

Com relagdo a condicdo 1, em Fisica experimental geralmente a variavel x (tempo,
posicdo, temperatura, etc.) € medida com erro e ndo poderiamos em principio utilizar as
férmulas da Tabela 2.1. Existem formulas mais exatas para este caso (vide ref. 1) mas na
pratica sdo pouco utilizadas. Geralmente utilizamos as férmulas da Tabela 2.1 mesmo
sabendo que, em rigor, os valores de a e b obtidos ndo minimizam estritamente a fungéo f(a,b).

*Este método pode ser extendido ao ajuste de polindmios de qualquer ordem (veja a ref.
2).
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O truque conceptual que utilizamos para justificarmos o procedimento € supor que os X foram
medidos sem erro e atribuimos um valor de erro maior para 0s V..

O caso em que os y; tém diferentes desvios padroes (mas ainda os x medidos sem erro)
se trata como segue: se Ay, € o desvio padrdo de y;, primeiro se definem pesos normalizados®

para cada ponto w =(1/ Ayz)/Z(llAy]Z) (de modo que, por exemplo, X=2wx e y=2wY) e

se minimiza a fungdo f(a,b)=Zw(y- ax- t)z. Os resultados sdo dados pelas mesmas

formulas da Tabela 2.1 mas onde, em cada termo de soma, se multiplica por w. Por exemplo,
= Zw(y- ax- k)2/( N-2) (que ndo € mais um estimador da variancia, ja que oiz e
diferente para cada y;), a=Zw(x =% y/ Z w( ix—_>)2, Na =S/~ Zw( ;(—‘)92 , etc.

As férmulas de ajuste de uma lei fisica linear apresentadas na Tabela 2.1 se aplicam a
medicdes de uma grandeza y realizadas em idénticas condi¢des (por tanto, sobre 0 mesmo
objeto) exceto pela variavel x. Algumas dessas formulas ndo se aplicam se as medidas sé&o
efetuadas em diferentes objetos. Por exemplo, a relagdo entre peso e altura de pessoas é
aproximadamente linear mas ndo é exatamente uma lei fisica e, dado que cada ponto no
gréfico corresponde a um objeto diferente, as formulas da Tabela 2.1 ndo se aplicam a este
caso (as férmulas correspondentes para estimar os coeficientes da reta e seus desvios podem
ser vistas na ref. 1). Os puristas distinguem este Gltimo caso com o termo “regresséo linear”
(em inglés6 “linear regression”), em vez de “ajuste linear” (“linear fitting”), reservada para uma
lei fisica linear.

2.3.2 Método grafico

Descrevemos a seguir um método rapido para estimar os parametros de uma reta,
aconselhavel quando ndo dispde de um computador com software adequado para célculos
estatisticos (como, por exemplo, nas provas!). As Unicas ferramentas necessarias sdo um lapis
(ou caneta) e uma régua (de preferéncia transparente).

O método funciona melhor se as escalas do grafico foram escolhidas decentemente, ou
seja com 0s pontos experimentais relativamente alinhados ao longo de uma diagonal.

°0 peso normalizado é tal que Zw; = 1.

®Quando n&o obvia a sua traducdo, daremos também o nome em inglés entre parénteses
e aspas. Isto pode ser util par o aluno ja que a imensa maioria dos livros - e da literatura
cientifica em geral - bem como os softwares modernos de tratamento estatistico de dados
estdo nessa lingua.
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Fig. 2.2. Método grafico para determinar os coeficientes da reta e seus desvios. As
barras de erro s&o menores que o tamanho do simbolo de cada ponto experimental.

Para ilustrar o método vamos considerar os dados representados na Figura 2.1. Para

simplificar as coisas nos limitaremos ao caso em que todos 0s pontos tem 0 mesmo peso.
Siga os passos abaixo.

1.

Estime o centro de gravidade dos pontos (X,Y). As retas vertical e horizontal que passam

por este ponto divide o grafico em quatro quadrantes. No exemplo da figura 1 os dados
estdo, aproximadamente, metade no quadrante 3 e metade no quadrante 2.

. Coloque a ponta do lapis no ponto (X,Y) e apoie a régua no lapis.

. Gire a régua em torno do ponto (X,y) até que 50% dos pontos de cada quadrante estejam

por cima, e 50% por abaixo da régua. (Note que mais de uma reta satisfazem esta condic¢ao
e vocé deve escolher uma média.) Trace a reta média. A equacdo desta reta sera
y=ax+ b,

. Apoie novamente a régua no lapis e gire-a em torno do ponto (X,y) até deixar,

aproximadamente, 16% dos pontos de cada quadrante abaixo e 84 % acima da régua. A
equacao desta reta € Y=Y+ aymin(X—"X. A inclinacdo desta reta representa a inclinagéo
minima , anip dentro de um desvio padrédo. Prolongando esta reta até cortar o eixo X=0, o

ponto de intersecéo determina by,

. Agora gire a régua, sempre em torno do ponto (X,y), de modo de deixar 16 % dos pontos

de cada quadrante acima e 84 % abaixo. A equacdo desta reta € Y=Y+ gna( X—X). Esta
reta determina a inclinagdo maxima, a,,,, € a sua prolongacéo até x =0, b,

11
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Note que na regido delimitada pelas retas de inclinagdo maxima e minima ficam
aproximadamente 68 % dos pontos experimentais, que € consistente com o conceito de
desvio padrao para uma distribuicAo normal. Se a sua apreciagdo foi correta, a reta média
(item 3) deve ficar no meio das retas com inclina¢gdes minima e méaxima tragadas nos itens 4 e
5. Para determinar os valores de a e b, assim como os erros padrées nestes parametros utilize
as equacgoes:

a:%(amax"' amin) » b:%(bmax"' Brmin) »
Aa = Zj'ﬁ |amax ~ aminl € Ab = Zjﬁ | Bnax = Brinl-
O método é relativamente subjetivo pois depende da sua apreciacdo mas, com um pouco

de prética, vocé obtera excelentes resultados.

Se os pontos tém pesos diferentes, siga 0 mesmo procedimento descrito mas levando em
consideracdo o0s pesos relativos de cada ponto. O peso de cada ponto deve ser
aproximadamente proporcional a inversa da barra de erro.

12
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3.1 Erros Aleatoérios e Sistematicos

Em ciéncia e tecnologia, € fundamental a realizacdo de medidas de grandezas fisicas.
Estas grandezas podem ser, por exemplo, comprimentos, intervalos de tempo, voltagem entre
dois pontos, carga elétrica transportada, intensidade luminosa, e muitas outras. Para se
caracterizar o sistema de freios de um automovel, por exemplo, realiza-se uma medida da
distancia percorrida ap6s o acionamento dos freios quando o carro se movia a uma certa
velocidade. Ao se realizar uma medida, ha sempre fontes de erro que a afetam. As fontes de
erro fazem com que toda medida realizada, por mais cuidadosa que seja, esteja afetada por
um erro experimental . Os erros experimentais podem ser classificados em dois grandes
grupos: erros sistematicos e erros aleatorios .

Os erros sistematicos sao causados por fontes identificaveis, e, em principio, podem ser
eliminados ou compensados. Erros sistemdticos fazem com que as medidas feitas estejam
consistentemente acima ou abaixo do valor real, prejudicando a exatiddo ("accuracy') da
medida (ver Figura 3.1). Erros sistematicos podem ser causados devido:

* ao instrumento que foi utilizado: por exemplo, erros causados em medidas de intervalos
de tempo feitas com um relégio que atrasa;

* ao método de observacao utilizado: por exemplo, medir o instante de ocorréncia de um
relampago pelo ruido do trovao associado;

+ a efeitos ambientais: por exemplo, a medida de frequéncia da luz emitida por um laser,
gue pode depender ligeiramente da temperatura ambiente;

» a simplificacdes do modelo tedrico utilizado: por exemplo, ndo incluir o efeito da
resisténcia do ar numa medida da aceleracdo da gravidade baseada na medida do
tempo de queda de uma bolinha de ping-pong de uma altura fixa.

Uma das principais tarefas do idealizador ou realizador de medidas é identificar e
eliminar o maior nimero possivel de fontes de erro sistematico

Os erros aleatorios séo flutuagbes, para cima ou para baixo, que fazem com que
aproximadamente a metade das medidas realizadas de uma mesma grandeza numa mesma
situacdo experimental esteja desviada para mais, e a outra metade esteja desviada para
menos. Os erros aleatérios afetam a precisao ("precision”) da medida (ver Figura 3.1). Nem
sempre se pode identificar as fontes de erros aleatorios . Algumas fontes tipicas de erros
aleatorios sao:

» método de observacao: erros devidos ao julgamento feito pelo observador ao fazer uma
leitura abaixo da menor divisdo de uma escala, como por exemplo, medir o comprimento
de uma folha de papel com uma régua cuja menor divisdo € 1 mm com precisdo na
medida de 0,5 mm;

+ flutuagbes ambientais: mudangas ndo previsiveis na temperatura, voltagem da linha,
correntes de ar, vibracdes (por exemplo causadas por passagem de pessoas perto do
aparato experimental ou veiculos nas vizinhancas).

Erros aleatérios podem ser tratados quantitativamente através de métodos estatisticos,
de maneira que seus efeitos na grandeza fisica medida podem ser, em geral, determinados.
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Alta precisdo Baixa preciséo Alta preciséo
Baixa exatiddo Baixa exatidao Alta exatiddo

Figura 3.1. Precisédo e exatiddo em medidas.

3.2 Tratamento estatistico de medidas com erros aleatérios

3.2.1 Estimativa do valor correto da grandeza medida

Como os erros aleatérios tendem a desviar aleatoriamente as medidas feitas, se forem
realizadas muitas medi¢Bes aproximadamente a metade das medidas feitas estarq acima e
metade estard abaixo do valor correto. Por isso, uma boa estimativa para o valor correto da
grandeza sera a média aritmética dos valores medidos:

X==3 X, [3.1]

onde x € o resultado da i-ésima medida e N é o numero total de medidas feitas.

3.2.2 Dispersao das medidas e precisao da estimativa

Ao se realizar varias medi¢cdes da mesma grandeza nas mesmas condi¢fes, a incidéncia
de erros aleatorios faz com que os valores medidos estejam distribuidos em torno da média.
Quando eles se afastam muito da média, a medida é pouco precisa e o conjunto de valores
medidos tem alta dispersdo. Quando o conjunto de medidas feitas esta mais concentrado em
torno da média diz-se que a precisdo da medida é alta, e os valores medidos tem uma
distribuicdo de baixa dispersdo. Quantitativamente a dispersdo do conjunto de medidas
realizadas pode ser caracterizada pelo desvio padrdo do conjunto de medidas, definido como:

Ax:S:\/ig(x—x)2 [3.2]
N1 . .

Conjuntos de medidas com desvio padrdo baixo sdo mais precisas do que quando o
desvio padrao é alto. Adicionalmente, pode-se demonstrar que o desvio padréo caracteriza o
intervalo dentro do qual ha 68% de probabilidade de ocorréncia de um valor medido. Dito de
outra forma, isto significa que se for feito um conjunto muito grande de medicdes, 68% delas
estardo dentro do intervalo X—S e X+ S.
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3.2.3 Erro padrao da média

A medida que se realiza mais medidas, a compensacéo dos erros aleatérios entre si vai
melhorando e a média do conjunto de medidas, X, vai se tornando uma grandeza mais
precisa. O erro padrdo da média ¢é definido como:

o5, o

N

Observe que o erro padrdo da média diminui com a raiz quadrada do numero N de
medicOes realizadas. Portanto, realizar mais medidas melhora a determinacdo do valor médio
como estimador da grandeza que se deseja conhecer. Entretanto a vantagem ndo é téo
grande quanto desejariamos, j4 que, por exemplo, para reduzir o erro padrdo da média por
um fator 3 € necessario aumentar o numero de medidas por um fator 9.

3.2.4 Erro percentual ou relativo

E o erro que afeta a grandeza medida expresso como porcentagem do valor medido da
grandeza. Portanto, o erro relativo percentual numa medida x com erro absoluto Ax sera dado
por:

(&%), =X %100 % .
X

3.3 Propagacao de erros em calculos

Geralmente € necessario usar valores medidos e afetados por erros para realizar calculos
a fim de se obter o valor de outras grandezas. E necessario conhecer como o erro na medida
original afeta a grandeza final.

3.3.1 Soma e subtragcéao de grandezas afetadas por erros

A analise estatistica rigorosa mostra que ao somarmos ou subtrairmos grandezas
estatisticamente independentes o erro no resultado sera dado pela raiz quadrada da soma dos
quadrados dos erros de cada uma das grandezas. Por exemplo, se tivermos trés grandezas
dadas por: X+ AX, y*Ay e Z+ Az, a soma (ou subtracéo) delas,

W=X+y+7Z

sera afetada por erro de valor

AW = /(AX)? + (AY)® + (A2 .

Como aproximagédo, pode-se usar que, se o0 erro de uma das grandezas da soma (ou
subtragdo) for consideravelmente maior que os das outras, por exemplo, AX >> Ay,Az (trés

vezes maior é suficiente) o erro do resultado sera dado por este erro: Aw [JAX.

3.3.2 Multiplicagéo e divisdo de grandezas afetadas por erros

Neste caso, 0 erro relativo do resultado serda dado pela raiz quadrada da soma dos
quadrados dos erros relativos de cada fator. Por exemplo, se w=x/y teremos:
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(5

3.4 Erros em fungdes de grandezas afetadas por erros

Frequentemente € necessario estimar qual € o erro que afeta uma variavel y que € uma
funcdo de x, y = f(x), quando se conhece o erro Ax na determinagdo de x. Quando a fungéo for
bem comportada nas vizinhangas do ponto de interesse, pode-se estimar o erro Ay em y de
duas maneiras: pela forga bruta ou com classe.

O método da forca bruta consiste em calcular o valor de y em X+AXe em X-AX,
obtendo-se:

de onde se calcula:

Ayzlf(x+Ax); f(x—Ax)l.

O método classico usa a nogdo de derivada da funcdo, e supde que erro AX seja
suficientemente pequeno para que possamos escrever:

(%)
A% ),
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4.1 Definicdes basicas

4.1.1 Média, desvio e erro padrao

O resultado de uma medicdo esta sujeito a erros aleatérios que fazem com que medidas
em "idénticas condi¢Bes" déem valores diferentes. Se temos N medidas de uma grandeza
fisica, X3, X,,..., Xy definimos a média, o desvio padréo (“standard deviation”) e o erro padrdo

(“standard error”) desse conjunto de medidas como na Tabela 4.1.

Nome Simbolo e férmula Nome por extenso

média X=3 > % média aritmética

desvio padréo Ax=S= \/ﬁ Z( X _—X)2 desvio padréo de cada medida

erro padréo AX = Sy = S desvio padrdo da média
VN
Tabela 4.1. Definicbes basicas. O simbolo de somatéria indica a soma de todos os
termos com i = 1,...N. O nome por extenso se utiliza nos casos em que o nome

indicado na primeira coluna pode gerar confusé&o.

Note que os nomes definidos na Tabela 4.1 sdo uma convencdo. Alguns autores definem
estas mesmas palavras de outra maneira. Por exemplo, para o desvio padréo de cada medida

alguns autores utilizam a definigéo7
s=1/ﬁ2(>§—_x)2. [4.1]

Para ndo aumentar a confusdo, indicamos com a letra s (minuscula) o desvio padrdo
calculado com [4.1] e com a letra S (maiuscula) o definido na Tabela 4.1. N6s seguiremos a
convencao de reservar o nome de desvio padrdo para S (ou Ax), definido como na Tabela 4.1.
Se precisarmos referir-nos ao parametro s definido como em [4.1], utilizaremos o nome de
desvio padrdo da amostra.

Outra convencao que seguiremos € que o resultado de um conjunto de medi¢cBes se
expressa como

média = X £ AX. [4.2]

O significado da expressao [4.2] é o seguinte: suponha que efetue uma nova série de
medidas e calcule a média aritmética delas; o resultado serd um valor que cair4 dentro do

'Salvo indicacao explicita, em todas as somatodrias que escreveremos suporemos que se
somam todos os termos com i = 1,...N.
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intervalo definido pela relagéo [4.2] com aproximadamente 68 % de probabilidade. Outra forma
mais realista de interpretar a relagdo [4.2] é que se realizamos outras 100 séries de N medidas
cada uma e calculamos as 100 médias aritméticas de cada série, 68 % delas cairdo dentro do
intervalo entre X —AX e X +AX. O numero 68 % vem da experiéncia acumulada por geragoes
de pesquisadores experimentais e tem também sustentagdo tedrica, como comentaremos
depois.

Note porém que realizar infinitas medidas é impossivel na pratica. O melhor que podemos
fazer é estimar qual seria o resultado dessa situacao ideal usando a informacéo provida por
um numero finito de medidas. Na secédo 4.3 veremos 0s conceitos e formalidades sobre como
fazer estimativas a partir de um conjunto de medidas.

A quantidade AX/X se denomina erro relativo da média, e 100 AX/X € o erro percentual
da média.

A questdo de como expressar o resultado de um experimento, se com o desvio padréo
(X AX) ou com o erro padréo (X + AX), depende muito do contexto.

Em Ciéncias Exatas estamos geralmente interessados em determinar uma grandeza
fisica, e a medimos repetidas vezes em idénticas condigBes. Neste caso o desvio padrao é
uma indicacdo da precisdo do método experimental, e ndo da flutuacdo que a grandeza
medida pode ter. Por exemplo, se medimos a aceleracdo da gravidade em certo local, g,
indicamos o resultado com g = g+ AqQ, ja que a expressdo g = g+ Ag indicaria erroneamente

gue o verdadeiro valor de g pode variar dentro de uma faixa muito maior que a real.

Em producéo industrial, por outro lado, se utiliza o desvio padrdo para indicar a disperséo
de valores com que uma maquina ou processo fabrica um produto. Por exemplo, uma maquina
fabrica esferas com diametro especificado por d =dxAd. Outros exemplos, da area de
Ciéncias Naturais, onde deve ser utilizado o desvio padrdo sdo o tamanho de um certo tipo de
celas e 0 peso e altura dos habitantes de uma certa regido. Note que nestes trés ultimos
exemplos os objetos medidos séo diferentes e expressamos o resultado com o desvio padréo
para dar uma idéia da dispersdo de valores da grandeza nos diferentes objetos.

Se realizamos medidas de uma grandeza em objetos diferentes, entdo os experimentos
ndo sédo realizados em condi¢Bes idénticas e, em rigor, a teoria de erros de medi¢cdo exposta
neste capitulo ndo se aplica.

4.1.2 Propagacgéao de erros

Se a partir de uma grandeza medida x, calculamos outra grandeza f que depende de x
segundo uma expressdo matematica f = f (x), usaremos a convencdo de expressar o resultado
na forma

média de f: f £ Af, ondef = f (X) eafz‘:—f AX. [4.3]
X

Aqui g_f € a derivada da fungéo f (x) calculada em x=X.
X

Um caso particular da [4.3], muito freqliente na préatica, € o de uma fungdo do tipo
f (x) =ax*, onde a e a sdo constantes numéricas exatas ou com erro desprezivel. Neste caso
o erro relativo em f € o erro relativo em x vezes o médulo do exponente:
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Se a funcdo depende de duas ou mais variaveis medidas e independentes, por exemplo f
=f(xy), a convencao é que

média de f: f £ Af,

onde
f=1(x,)
e
2 2
Af = (a—f) (A%)% + o (Qy)? . [4.4]
0X oy
. of of ~ : - ~ :
Aqui o ea—y sdo as derivadas parciais de f(xy) em relacdo a x e y, respectivamente,

calculadas em (X,Yy).

Por exemplo, se medimos o tempo de queda livre de uma particula, t, e o espago percorrido na
gueda, h, podemos calcular a aceleracdo da gravidade usando g=2h/ t?. Se os valores
médios medidos sdo t = (1.20 £ 0.05) € h = (3.38 + 0.05) mentéo, usando a [4.4] obtemos g =

9.7 me Ag= \/(ZAE/ ©) +(amt/ )" =0.8m

Casos particulares da eq. [4.4], muito freqUentes na prética, sdo os casos de soma e
produto. No caso de soma ou diferenga, f(x,y) =X xy, 0s erros quadréaticos séo aditivos:

f(x,y)=xty O (AT)Z=(AN2+ (A2

No caso de um produto ou quociente, f(xy) = x y*1, os erros relativos quadraticos s&o

aditivos:
-\2 _\2 ~\2
f(x, )= xy* O [ﬁ) :(%j +[A—_VJ.
f X y

A Tabela 4.2 resume as férmulas de propagacao de erros desta secao.
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Funcéo Média Erro padrao
_ - _|df| _
f=1f(x) f=f(X) Afzan
(o L N AT AT
(x,y) f=1(X,y) AF = || — | (BX)? +| — | (4y)
0X oy
f =ax+ by f =ax+by AF = /(aAX)? +( bAY)?
f=ax® P f=ax"y AF = F+/(adx/ %) +(BAY/ V)2

Tabela 4.2. Férmulas de propagacdo de erros para os casos gerais de funcbes de
uma e duas varidveis e exemplos. No caso geral as derivadas sdo calculadas no

ponto (X, Y)=(X,Y). Nos exemplos, os coeficientes a,b, a e B sdo nimeros exatos
ou com erro desprezivel.

As formulas apresentadas nas tabelas 4.1 e 4.2 sdo as ferramentas essenciais que
utilizaremos no primeiro semestre de Fisica Experimental. As secdes 4.2 e 4.3 a seguir tem o
propoésito de aclarar o significado das grandezas definidas na Tabela 4.1. Em termos
rigorosos, a média aritmética e o quadrado do desvio padrdo séo estimadores da média e
variancia, respectivamente, da distribuicdo de probabilidades que caracteriza a grandeza fisica
medida. A validade das formulas de propagacdo de erros da Tabela 4.2 serd discutida na
secdo 4.4. As formulas de propagacdo de erros sdo aproximadas e veremos formas mais
precisas de propagar erros em alguns casos particulares. Finalmente, na secdo 4.5,
exemplificamos os conceitos mais importantes com um experimento fisico concreto.

4.2 Variaveis aleatorias e densidade de probabilidade.

Para um dado método de medida temos controle apenas parcial das condi¢des do
experimento. Medigbes de uma grandeza fisica X em "idénticas condi¢bes" estdo sujeitas a
variacdes aleatdrias sobre as quais ndo temos controle, dando como resultado valores
medidos diferentes de X. Dizemos que X é uma variavel aleatoria (“random variable”).

O resultado de uma medida da varidvel aleatéria continua X pode ser representado por
um numero real x e admitimos que

(1) existe uma probabilidade unica, P{a < X < b}, de obter o resultado X em um dado
intervalo do eixo real (a,b), e que

(2) esta probabilidade ndo depende dos resultados de medidas anteriores.

Os processos de medicdo podem ser considerados processos estocasticos,® os guais séo
completamente caracterizados por uma fungdo de densidade de probabilidade (ddp) p(X)
definida como o limite

®Um processo estocastico (“stochastic process”) para varidveis continuas satisfazem, além
das duas condigbes mencionadas, que a probabilidade de obter X dentro de um intervalo
infinitesimal, P{x < X < x+ dx} & proporcional ao comprimento do intervalo, dx
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o(x) = lim P{x< X< x+0% , [4.5]

oX-0 OX

onde P{x < X < x+d0x} é a probabilidade de achar a varidvel aleatéria X no intervalo entre x e x +
ox. A ddp nos da uma idéia de como se distribui a probabilidade no eixo real. Se conhecemos
p(X) podemos dizer com exatiddo qual é a probabilidade de achar X em qualquer intervalo, por
exemplo

Pla< X< B =" p X dx [4.6]

Obviamente, a probabilidade de achar X entre -0 e +0 é 1, de modo que p(X) tem a
seguinte propriedade:

[ p(x) dx=1. [4.7]

O proposito de realizar um grande numero de observacdes é o de obter uma boa
estimativa da densidade de probabilidade ou de alguns parametros que a caracterizem, tais
com a média e o desvio padrdo definidos a seguir.

4.2.1 Média, variancia e momentos de uma distribuicéo

A média (“mean”) da distribuicdo, ou valor esperado de X, é definida como
H=<x>=[""xp(x) dx [4.8]

Se f(x) € uma funcéo real, F = f(X) € uma nova variavel aleatéria cujo valor médio sobre a
distribuicdo (“averazge”)9 ou valor esperado é

We =< f(x)>= [ F() o( %) dx [4.9]
A varidncia (“variance”) da distribuicdo é definida como a média da funcéo (x-p)%
0 =< (x=W)?>= [7(x—H)® p( %) dx [4.10]

A raiz quadrada da variancia, ou seja o, é por definicdo o desvio padréo.lo Este parametro
da uma idéia da largura da distribuicdo de probabilidades.

O exemplo de ddp mais importante em erros de medi¢do é o de uma distribuicdo normal
ou gaussiana. Se diz que X segue uma distribuicdo normal se a sua ddp tem a forma

*Note que, para alguns autores na literatura inglesa, “mean” e “average” nédo s&o
exatamente a mesma coisa.

1OAIguns autores indicam valores esperados com E( ). Por exemplo a média é p =E(X) e a
variancia, também denotada com V(x), é 0® = E[(x- E(X))] = V(X). O desvio padrdo é as vezes
denotado com D(x).
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— 1 _ )
p(x) = Toro ex;{ 2o? } [4.11]

Esta funcdo é simétrica em relagédo a | e depende apenas de dois parametros: g e o que
coincidem, respectivamente, com a média e o desvio padrdo da distribuigo.

No caso de uma distribuicdo normal, a probabilidade de achar X dentro de +1 desvio
padrdo em torno da média € de aproximadamente 68%, ja que

Plu-0< x<p+0 = Egﬁjexp[—%}dxﬂ()%& [4.12]

Analogamente, a probabilidade de achar X dentro de 2 desvios padrdes entorno da
média é de aproximadamente 95%.

Nos processos de medicdo de uma grandeza macroscoOpica, o resultado da medida
depende de um numero muito grande de processos aleatoérios independentes microscopicos,
qgue se somam no resultado final dando o carater aleatério & grandeza macroscépica. Sob
condi¢cdes bastante gerais se demonstra que a soma de um numero grande de variaveis
aleatorias segue uma distribuicdo normal, independentemente das distribui¢des individuais das
variaveis. Este resultado da estatistica, chamado teorema central do limite , da fundamento
tedrico a suposi¢do que os cientistas experimentais geralmente fazem de que os resultados de
medidas seguem uma distribuicdo normal.

Voltando ao caso geral, outros parametros que caracterizam uma ddp sdo 0s momentos.
O momento de ordem n é definido como m, = < x> O momento de primeira ordem coincide
com a média m; = <x>e o de segunda ordem, m, = < x2 >, pode ser expresso em termos da
variancia:'!

<x?>= p2+02. [4.13]

O conhecimento dos momentos de todas as ordens permite determinar todas as
propriedades da ddp. Também Uteis sdo os momentos centrados da distribuicdo, definidos
como Y, = <(x - u)>. Obviamente, My =0ep, = 02. Se a ddp é uma funcéo simétrica em
relagdo a média, entdo todos os momentos centrados de ordem impar sdo nulos. O momento
centrado de terceira ordem, Ha, € uma medida da assimetria da ddp.

Muitas vezes ajuda pensar que a ddp representa a densidade local de um corpo
inomogéneo. A média da distribuig&o se interpreta entdo como a posicao do centro de massas
e a variancia como o momento de inércia em relagdo ao centro de massas.

4.2.2 Variaveis estatisticamente independentes

Se X e Y sdo duas variaveis aleatorias, a probabilidade de achar X dentro de um certo
intervalo e Y dentro de um outro intervalo sera descrita em geral por uma funcédo de densidade
de probabilidade conjunta p(x,y) definida como

“Note que a média de X% ndo é o quadrado da média de x.
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p(xy)= lim XS XSXPOX Y ¥< ywol
Ox-0,8y-0 Oxoy

Cada variavel aleatéria tem a sua ddp individual que pode ser obtida integrando a ddp
conjunta sobre a outra variavel:

Px () =] (% Y dy

(V)= [ (% y) dx

As variaveis X e Y se dizem estatisticamente independentes se a ddp conjunta é o produto
das densidades de probabilidade individuais

P(x ¥) = px (X B (Y-

A soma duas variaveis aleatérias, X + Y € uma nova variavel aleatéria cuja média e
variancia estdo dadas, no caso geral, por

Mx+y =Hx*THy € 02)@- y:02x+02y+2(lJ xy MK )

mas se X e Y sdo independentes, entdo

Hxy =<Xy>=Hly (se Xe Ysao independentes) [4.14]

e temos

0%+y=0%+0% (se Xe Ysao independentes). [4.15]

4.3 Estimadores

Um conjunto de medidas pode ser representado como um conjunto de variaveis aleatorias
Xl, X2, ...,XN, sendo que todas elas tém a mesma ddp e, portanto, a mesma média e variancia:

<X >=H e <(x—<x >)? >=g?2, [4.16]

E importante notar que se as medidas sdo efetuadas nas mesmas condicdes, estas
varidveis aleatérias séo estatisticamente independentes. Isto significa que, por exemplo, da
eq. [4.14],

<xx >=<x><x>=p? (i |) [4.17]

Se pudéssemos realizar infinitas medidas em condi¢cdes idénticas, teriamos uma
representacdo completa da ddp com a qual poderiamos calcular exatamente a média y, a

variancia o2 ou outros parametros da distribuicdo. O problema é que n&o podemos realizar
infinitas medidas. O melhor que podemos fazer é, a partir dos resultados de N medidas,
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estimar parametros da ddp, tais como p e o2. Dado que s6 conhecemos os valores de Xqees XN
medidos, devemos propor férmulas matematicas que contenham apenas estes valores.

Se o é um parametro da ddp, um estimador (ou estimativa) a de a é dado por uma
equacao ou férmula

a=a(x,. %)

Por exemplo, a média aritmética, X, definida pela férmula [3.1], € um estimador do
parametro |, e S e ssédo dois estimadores diferentes do parametro o.

Note que todos os valores esperados, indicados com < >, sdo desconhecidos.

4.3.1.1 Estimadores viciados e nao viciados

Existem mais de uma forma de estimar um parametro e o problema que se nos apresenta
€ o de decidir se um estimador € melhor do que outro e, mais geralmente, o de como qualificar
se um estimador é bom ou néo.

O primeiro que podemos exigir de um estimador € que o valor esperado coincida com o
parametro que esta estimando:

<a> =d.

Um estimador que satisfaz esta condigdo se diz ndo viciado (“unbiased’)lz. Se um

estimador é viciado (“biased”), entdo n&o importa quantas medidas sejam realizadas, ele
nunca vai representar exatamente o parametro que se quer estimar.

A média aritmética é um estimador n&o viciado de p ja que®®

<x>=LS<x>=p. [4.18]

Mas sO o critério de ndo viciado muitas vezes ndo basta para decidir entre varios
estimadores pois pode acontecer que todos eles sejam néo viciados. Para exemplificar este
fato, notemos que qualquer um dos valores medidos, x, pode servir como estimador de p e
que todos eles séo estimadores nédo viciados dado que, de acordo com a eq. [4.16], <X >=}
para qualquer i.

Um conceito que ajuda a decidir se um estimador € melhor do que outro é a precisao ,
expressa em termos do desvio padrdo esperado em relacdo ao parametro estimado,

\/<(a—0()2 >. Se o estimador € néo viciado, esta quantidade coincide com o desvio padrédo

0, =vy<(a-< a>)?>. Um estimador é mais eficiente ou mais preciso que outro se este desvio
padrédo € menor.

YEm alguns casos é dificil achar um estimador ndo viciado. Nesses casos podemos exigir
pelo menos que seja assintoticamente néo viciado; ou seja que <a> - a para N - oo.

®Em todas as somatérias sem indices supomos que se somam todos os termos com i =
1,...N.
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4.3.2 Estimando a média

Como ja falamos, a média aritmética de uma série de medidas, X, definida na Tabela 4.1,
€ um estimador néo viciado do parametro p. Para avaliar qudo bom é como estimador vejamos
qual é, teoricamente, o desvio padrao esperado (em relagdo a W). Este desvio €, por definicao,

Ox :\/<(7—p)2>:\/<7(2>—|12. Mas™*

<x?>=p2+ < [4.19]
N
e, portanto,
o

Este resultado significa que a média aritmética se aproxima ao verdadeiro valor da média
com uma precisdo que melhora com a raiz quadrada do nimero de medidas. No limite de N
- o0, 0 desvio padrdo da média aritmética é nulo; o que ndo nenhum contra-senso pois se
pudéssemos fazer infinitas medidas conheceriamos exatamente a média da distribuic&o.

E importante frisar que <X>=u e 07=0/\/W independentemente da fungédo de
distribuicdo dos x. Embora ndo sabemos qual € a ddp das medidas individuais, a media

aritmética, por ser uma soma de varidveis aleatérias', é uma nova variavel aleatéria que
segue, no limite de N grande, uma distribuicdo normal.

Como mencionamos acima, qualquer um dos valores medidos € um estimador n&o viciado
de W; porém, o desvio padrdo de x;, como estimador de p €, de acordo com [4.16], g, enquanto

que o desvio padrdo da média aritmética € a/+/ N, ou seja +/ N vezes menor.

Finalmente, um outro argumento em favor da média aritmética como estimador de u é que
a soma dos desvios quadraticos em relacéo a um valor x arbitrario, é minima'® para x = X.
4.3.3 Estimando a variancia

Vejamos agora o problema de estimar o valor esperado do desvio quadratico da cada
medida individual, ou seja a variancia, 02 da ddp. Na Tabela 4.1 sugerimos S? como estimador
da variancia. Por outro lado, o quadrado do desvio padrdo da amostra definido na eq. [4.1]
sugere um estimador aparentemente mais intuitivo pois s> é a média aritmética dos desvios

“A eq. [4.19] se demonstra notando que em <X?>=3;3; <x% >/ N?, temos N(N-1)
termos com i # j, para os quais (dado que as variaveis X; e Xj sao independentes e se aplica a
eq. [4.14]) <x X >=< x >< % >= pz, e outros N termos com i =j, para os quais (vide eq. [4.13])
<% % >=< x2>=p2+02. Assim, <x?>=[(N-1) Nu?+ N(p?+03]/ N2=p%+0?% N,

15 e em virtude do teorema central do limite, ...

'®0u seja que a fungdo f(x) = 5(x - X2, é minima em x=X, ja que df / dx=-25(%x- Y =0
= X=X.
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qguadraticos. Porém, os termos da soma na eq. [4.1] ndo sdo independentes. De fato, 2 é um
estimador viciado da variancia ja que o seu valor esperado é'’

2
<& >=(N-D0% [4.21]
N
A [4.21] mostra que o valor esperado de S* =LY (x-R* =L $ ¢
<> =g2 [4.22]

Portanto & é um estimador ndo viciado da variancia. Este resultado é valido para qualquer
distribuicdo. Tanto s? como & podem ser utilizados como estimadores da variancia. Se N é
grande a diferenca é pequena, mas em rigor s? é um estimador viciado enquanto que $néo. E
por esta razdo que, nos casos de N pequeno, utilizamos & (e ndo 32) para estimar a variancia.
O parametro s é chamado por alguns autores desvio padrdo da amostra enquanto que Sé

chamado desvio padrdo de cada medida e ndo devem ser confundidos com o desvio padréo
da distribuicdo, o, que € um valor desconhecido.

Note também que, embora & é um estimador n&o viciado de ¢2, Sndo é, em geral, um
estimador viciado de o, ja que, em geral,’* <S> # 0.

Para determinarmos a preciséo de &? como estimador de a2, precisamos calcular o desvio

padrdo de &, Og =\/<(82—02)2>. Para uma ddp arbitraria, esta quantidade ndo pode ser
expressa em termos de (apenas) 4 e 0. Porém, no caso de uma distribuicdo normal, se

demonstra que
og =y<($-0%)?>= [-2-0% [4.23]

4.3.4 Precisao dos estimadores

As egs. [4.20] e [4.23] expressam, respectivamente, os desvios padrdes esperados de X e
de $? em termos do desvio padrdo da ddp, o, que € desconhecido. Queremos agora estimar
esses desvios padrbes (ou, mais exatamente, as raizes quadradas dos estimadores das

variancias de X e de 82) utiizando apenas dados conhecidos. Isto nos permitird estimar a
precisdo com que podemos dizer que X representa a média, |, e S representa a variancia da
distribuicéo, 0%

Dado que 0% =o’/N e que §* é um estimador n&o viciado de o2, podemos estimar 0%

com S¥N. Estimamos portanto o desvio padrdo da média com o assim chamado erro padréo,

|sto se demonstra faciimente observando que = (% —7()2/ N=(Z ;(2/ N - Notando
ainda que < xiz >= u2 +0? e usando a edg. [4.19], obtemos
<&>=p?+02-(u%+02/ N)=(N-)a % N.

oA expressédo para <S> no caso de uma distribuicdo normal pode ser vista na ref. 1.
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AX=5,= 9V N [4.24]

Com 68 % de probabilidade, o verdadeiro valor da média da distribuicdo, u, esta dentro do
intervalo X+ AX. O fato de que AX diminui com N justifica o esforco de realizar um ndmero
grande de medidas pois melhora a precisdo com que conhecemos a média.

Do mesmo modo, notando (vide a eq. [4.20]) que para uma distribuicdo normal

0%2 = 021/2/(N —1), estimamos o desvio padrdo de S(i.e. o desvio padrdo do desvio padrédo
de cada medida) com

AS= E[NL_lT . [4.25]

Com 68 % de probabilidade, o verdadeiro desvio padrdo da distribuicdo, o, esta dentro do
intervalo S+ AS

Note da eq. [4.25] que com N = 201 medidas, a precisdo com que determinamos o desvio
padréo é de apenas 32% (ASS = 0.3). Para obtermos uma precisdo de 1% em S deveriamos
realizar mais de 200 milhdes medidas!! E por esta razdo que os desvios padrdes e 0s erros
padrées se indicam com um e s um algarismo significativo . Outra consequéncia que se
desprende desta imprecisdo com que se conhece ¢ € que tanto faz utilizar Sou s para o desvio
padrdo de uma série de medidas: a diferenca entre Se s & sempre menor que AS Mas ja que
da na mesma e que, de todos modos os célculos sédo sempre feitos apertando um botdo de
uma calculadora com func¢des estatisticas, por que ndo apertar o botdo mais correto?

4.4 Comentérios sobre as féormulas de propagacao de erro

No caso de uma funcao, f =f(x), de uma variavel x que foi medida diretamente, existe mais
de uma maneira de estimar o valor esperado

up =< f(x)>
e a variancia de f
ot =<[f(x) —us]?>.
As férmulas de propagacdo de erros dadas na Tabela 4.2 nem sempre sdo bons

estimadores da média e devem ser utilizadas com cuidado. Em rigor, nés deveriamos calcular
a média e o erro padrdo de uma amostra da variavel aleatéria F = f(X) formada por f(x,),

(), F(X):

f=4y f(x) e AT = °
N i) IN

onde S; =5 S (%) - 2.

As férmulas da Tabela 4.2 ddo bons estimadores se a relacéo entre f e x é linear. Se a
relacéo € ndo linear e o desvio padrdo S= Ax é comparavel a média X, a estimativa da média
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de f utilizando a expressédo f = f (X) pode conduzir a erros graves, independentemente do
namero de medidas (que s6 melhora a precisdo mas nao a exatidao).

O célculo do erro em f a partir da derivada (Tabela 4.2), por outro lado, pode ser utilizado
com mais seguranca, dado que Af da apenas uma idéia da precisdo com que estimamos | e,
como todo erro padréo, o valor de Af tem associado uma incerteza relativa que é da ordem de

(vide eq.[4.25]) 4/2/ (N —1) . Porém, se a primeira derivada é nula, Af deve ser estimada de
outro modo.

A validade das férmulas de propagacéo de erros pode ser entendida se considerarmos a
expanséo de Taylor

F)=F)+ F () + 4 F (xR,

onde as primas indicam derivadas. Podemos entdo expressar o valor esperado e a variancia
como

We =< f(X)>= f()+4 F"(R)o*+..

o7 = /(W20 + F () F () <(x-p)°>+..

Assim, podemos interpretar f = f (X) como um estimador do primeiro termo da expansdo da

média e Af2=|f'(X)PAx? (que da o valor da Tabela 4.2 para o erro padrdo, Af =Af /</N)

como um estimador do primeiro termo da expansao para a variancia. Por tanto, as formulas da
Tabela 4.2 sdo bons estimadores se a expansdo de Taylor truncada até termo linear € uma
boa aproximacao de f(x;).

Vejamos alguns exemplos.

Consideremos a funcdo nao linear f(X) = x2. A Tabela 4.2 nos da f=x2, gue é um
estimador viciado de Mj =< X2 > Segundo a eq. [4.13], <x? >:u2+02, pelo que um

estimador n&o viciado de p; é x* = X?+ S?. Embora a diferenca seja pequena se S=Ax<<| X,

deve ser notado que isto ndo depende da precisdo da medida (AX) mas sim da dispersao (Ax).
Aumentando razoavelmente o nimero de medidas podemos diminuir o erro padrdo AX, mas
nao diminuir o desvio padrao Ax.

Um exemplo pratico deste problema é o célculo da &rea transversal de um cilindro
irregular: a area média é mais perto de T2 = Tl(r_2 + 4 2) do que de 2, embora a diferenca

€ de segunda ordem em Ar. Outro exemplo dentro desta linha é o volume de uma esfera de
didmetro d; se a esfera € muito irregular, de modo que desvio padrdo Ad é significativo quando
comparado com o didmetro médio d, o volume médio deve ser calculado como V = md3/6 e
ndo como V =md>/6. Se a distribuicdo de didmetros é simétrica em relacdo a média entédo €

facil mostrar que V =md®/6+mdAd?/ 2. Novamente a diferengca é pequena somente se
Ad <<d.
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Voltando a funcgéo f(x) = >§2, 0 erro na média calculado pela férmula de propagacédo de
erros da Tabela 4.2 nos da Af =2XAX, que claramente é um estimador incorreto para X =0
(ou, em geral, para |X[€ Ax). Uma expressdo mais correta pode ser obtida notando que

o, 2 2 4
o o]
<(X2—<x2>) >= 4 +_2

N N

que sugere o estimador Af = 2|X|AXV1+AX [ 2%, que ndo se anula para X =0. Se |X|2 AX,
a diferenca entre este estimador e o indicado na Tabela 4.2 é pequena (menor que a incerteza
associada a Af , Af 42/ (N -1), para valores razoaveis de N).

No caso de um produto de variaveis independentes, a fungédo f (x,y)= xy (a area de um
retangulo, por exemplo) é linear em x e y, e, portanto f =Xy é um estimador ndo viciado de

<Xy> = W, A variancia do produto, porém, vem dada por 0%y =H505+uip i+ o § pelo que
uma férmula de propagacao de erros mais correta daquela que se deduz da Tabela 4.2 é

Axy = (RAY)2 + (AR 2 + (AN Y2,

4.5 Um exemplo concreto: o alcance de um projétil

Para sermos concretos ilustraremos o0s conceitos com o exemplo do alcance de um projétil
(Figura 4.1). Neste experimento solta-se um esfera sempre desde o mesmo ponto de uma
rampa e se mede o alcance X que a esfera percorre na horizontal desde o ponto em que
abandona a rampa até atingir o chdo. Devido a irregularidades na superficie da rampa,
irregularidades na esfera, vibra¢cdes no laboratorio, correntes de ar, etc., o alcance varia
aleatoriamente de langamento em langamento. X é entdo uma varidvel aleatoria que, como
resultado de um experimento, pode assumir um valor real x. Medidas repetidas em idénticas
condi¢des de langamento nos fornecem um conjunto de valores x;,..., Xy. Este conjunto € uma

amostra ou subconjunto dos infinitos valores que mediriamos com infinitos lancamentos. Se
pudéssemos realizar infinitos lancamentos, os valores medidos se distribuiriam de acordo com
uma funcdo de densidade de probabilidade (ddp), acumulando-se entorno de uma média |
com uma dispersao ou desvio padrdo o. Com a amostra finita de lancamentos queremos inferir
algumas caracteristicas dessa ddp. Estamos interessados particularmente em obter
estimadores dos verdadeiros valores da média p e do desvio padrdo, o. Com estes
estimadores poderemos predizer onde caird a esfera num proximo langamento com certa
probabilidade. Finalmente, gostariamos avaliar a precisdéo com que esses estimadores se
aproximam dos verdadeiros valores.
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Figura 4.1. Esquema do experimento de alcance de um projétil.

Antes de realizar as N medidas, os alcances que serdo medidos podem ser considerados
como variaveis aleatérias independentes, todas com a mesma ddp e portanto com as mesmas
peo.

4.5.1 Histogramas

O histograma é o primeiro passo para estimarmos a densidade de probabilidade.
Suponhamos que medimos 50 vezes o alcance da esfera utilizando uma régua milimetrada e
gue obtivemos os dados da Tabela 4.3.

X; i X; i X; i X; i X;

46.2 111 46.7]21]|46.2]31]46.1]41]46.3
46.3]12]46.1]22]46.3|32]46.2]42]46.3
46.6 (13 46.5]23]|46.5]33]46.043]46.5
46.3]114146.7 24| 46.6 34| 46.6 44| 46.0
46.0]15]46.4]25]|46.6|35]|46.2(45]|46.4
46.9]116|46.3]26 | 46.6 36| 46.7 46| 46.0
46.2 17| 46.3]27|46.3|37]46.4]47]46.3
46.4118)46.8]28|46.4]38|46.2|48]46.5
46.1]119]46.7]29]46.5]39]46.1]49]46.3
46.5]20]45.9]30]| 46.440]| 46.4 50| 46.4

OO (N[OOI WIN|F-

[N
o

Tabela 4.3. Dados do alcance da esfera (em cm) para 50 lancamentos.

Contando o numero de vezes em que obtivemos alcances em intervalos de 1 mm (cada
um destes intervalos chama-se intervalo de classe e indicaremos o comprimento com &%, neste
exemplo &x = 0.1 cm), poderemos representar os resultados em histogramas como o da Figura
4.2. Nessa figura representamos os resultados dos primeiros 5 lancamentos, dos primeiros 10,
dos primeiros 20 e, finalmente, dos 50 langamentos registrados na Tabela 4.3.
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Figura 4.2. Histogramas para diferentes conjuntos de medidas do alcance.

Note que em cada histograma temos normalizado o nimero de vezes (freqliéncia) que
cada alcance se repete pelo nimero total de langamentos em cada conjunto (isto se denomina
um histograma de frequéncias normalizadas). Assim, a escala das ordenadas nesses
histogramas dao uma idéia da probabilidade de que a esfera caia em cada intervalo. Por
exemplo, no intervalo de (46.4 + 0.05) cm a esfera caiu uma fragdo de 0.10 vezes nas
primeiras 20 medidas. Porém, quando consideradas as 50 medidas, nesse mesmo intervalo a
esfera caiu uma fragdo de 0.16 vezes. Intuitivamente, a medida que aumentamos o namero de
medidas o que determinamos com mais precisédo é a probabilidade de achar o alcance dentro
de certo intervalo, e admitimos que 0.16 é um valor mais aproximado (do que 0.10) do valor
exato mas desconhecido de P{46.35 cm < X< 46.45 cm}.

A medida que aumentamos N o histograma representa melhor a verdadeira densidade de
probabilidade. Se pudéssemos realizar infinitas medidas, o histograma normalizado nos daria
a probabilidade exata de achar o alcance em cada intervalo. Notemos porém que isto ndo nos
daria ainda a densidade de probabilidade p(xX) mas apenas a integral desta funcdo em cada
intervalo de comprimento ox = 0.1 cm, que é determinado pela precisdo da régua utilizada.
Para conhecermos p(x) devemos, segundo a definicdo, ndo somente fazer infinitas medidas
mas, também, fazer as medidas utilizando um instrumento com precisao infinitesimal, de
modo que possamos fazer &x — 0.

Afortunadamente, ndo € necessario conhecer o valor de uma fungdo em todos os pontos
para caracterizd-la completamente. Basta com conhecer alguns pardmetros da funcdo para
termos uma representacdo exata da mesma. Por exemplo, se sabemos que a distribuicdo é
normal e conhecemos os valores de p e 0, podemos calcular exatamente p(X) para qualquer Xx.
Se a distribuicio ndo é normal precisaremos tal vez mais parametros (por exemplo, 0s
momentos da ddp) mas o conhecimento de [ e 0 ja nos da uma boa idéia da dadp.
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45.2 Os resultados

A Tabela 4.4 mostra os resultados em cm da média, desvio padrdo e desvio padrdo da
média desses quatro conjuntos de medidas (calculados utilizando as formulas da Tabela 4.1).
Na dultima coluna representamos também o desvio padrdo do desvio padrdo estimado
utilizando a eq. [4.25].

N X S Sh | AS
5| 46.28 | 0.22| 0.10] 0.18
10| 46.35| 0.26 | 0.08 | 0.18

20| 46.40| 0.28| 0.06 | 0.16
50| 46.36 | 0.23| 0.03| 0.10

Tabela 4.4. Valores em cm da média, desvio padrdo e erro padrdo para os conjuntos
de medidas de alcances do projétil correspondentes aos quatro histogramas da fig. 5.2.

Note como aumentando N a média e o desvio padrdo mudam muito pouco, enquanto que
0 erro padrao, Sm, e AS diminuem sistematicamente. Isto ilustra a diferenca entre estimadores

de parametros e estimadores da precisdo. X e S sdo estimadores de parametros da
distribuicdo (u e o, respectivamente) e portanto ndo devem se alterar muito aumentando o
namero de medidas. Por outro lado, S, e AS sé@o estimadores da precisdo com que X e Sse

aproximam dos respectivos parametros da ddp (1 e o) e, dado que quanto mais medimos
melhor conhecemos a distribuicéo, Sm e AS devem diminuir aumentando N. O erro na média

diminui como 1/+/N enquanto que o erro no desvio padréo diminui como 1/ IN-1.

Quando queremos dar idéia da distribuicdo de valores medidos expressamos o resultado
na forma X + Ax. Neste exemplo,

alcance: (46.4 £0.2) cm.

Note que o desvio ndo especifica a precisdo das medidas mas a disperséo de valores em
torno da média ou “erro em uma uUnica medida”. Com X e Ax (Ax = S podemos predizer o
resultados de futuros lancamentos. Podemos apostar por exemplo que nos proximos 10
lancamentos, em 7 deles a esfera caira entre 46.2 e 46.6 cm. Com outras palavras, podemos
dizer que o proximo lancamento caira no intervalo de 46.2 a 46.6 cm com 68 % de
probabilidade (intervalo de confianca de 68%)". Se em vez de lancar esferas por uma rampa
lancamos bombas muito caras, vamos querer ter mais certeza da nossa probabilidade de
acertar o alvo e usaremos X * 2Spara especificar um intervalo com 95 % de confianca.

Quando queremos indicar a precisdo com que determinamos a média expressamos 0
resultado na forma X £ AX. Para expressar corretamente o resultado de uma série de medidas
deveriamos especificar o0 numero de medidas e o intervalo de confianga. Por exemplo, o
resultado das 10 medidas podera ser expresso como

YEm rigor, o intervalo de confianca de 68 % para uma distribuicdo normal é o intervalo
(Lx o), definido a partir dos verdadeiros valores da média e desvio padréo e ndo dos valores

estimados (X = S).
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alcance médio: (46.35 +0.08) cm (N = 10; 68% de confianca)®.

Com esta informagdo podemos calcular por exemplo o desvio padréo
S=410x 0 08cm= 02cm Na pratica esta forma de expressar os resultados é demais extensa.
Muitos cientistas experimentais preferem escrever "X = (46.35 + 0.08) cm (N = 10)", apelando
a convencdo de que, salvo indicagdo explicita, o intervalo de confianca é de 68 %. Note que
sempre que se utiliza S, € necessario indicar N. Uma notacdo ainda mais curta € "X = 46.35

cm, S= 0.2 cm". Esta ultima convencéo é relativamente independente de N, mas se perde a
informacdo do numero de medidas e portanto do esforgo e cuidado com que o experimento foi
realizado.

Finalmente, notemos que o erro na média indicado Tabela 4.4 para 50 medidas € 0.03
cm, que € menor que a precisdo de nossa régua (metade da menor divisdo, ou 0.05 cm). A
questdo de se € valido ou ndo expressar um resultado com mais precisdo que o instrumento
de medida € uma discussao mais filosofica do que util. Na préatica, nenhum experimentador vai
realizar mais medidas do que necessario. Neste exemplo, 0 bom senso indica que com 20
medidas (AX = 0.06 cm) ja temos uma precisdo satisfatoria.
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“Para os puristas, o intervalo de confianca da média se determina a partir de parametros
de uma outra distribuicdo, a distribuicéo t de Student, que se aproxima da distribuicdo normal
para N grande. Os valores corretos estdo tabelados para os intervalos de confianga mais
empregados. Este procedimento é seguido por exemplo por bidlogos, médicos e quimicos e
quase nunca por fisicos. A diferenca € pequena e ndo justifica o trabalho de procurar os
valores corretos em tabelas, dada a grande incerteza com que se estimam Se S,
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